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SLR LES CENTRES, LES ELANS PRINCIPAUX ET LES AXES PRINCIPAUX 


DES SURFACES DU 5eC0ND DEGRÉ. ^ 



Parmi les mélhndes cniployéca par Ici gûomÈfrci pourdiicujcr Ici lurfaces représentée» 
pardciéqiialioa» du second degré , l’une des plus simples est celle qui consisleà couper ces 
surAiccs par des droites parallèles. Ensuivant cette méthode, on peut rncilcmcnl délermincr 
la nature des surfaces dout il s’agit, leurs contres, s'il en existe, leurs axes principaux, 
etc... ; et l’on reconnaît en particulier que, pour fixer 'la direction de ces axes, il sufllt de 
résoudre une équation du Iroisiènio degré. Cette équation, qui se repré^^nlo dans di- 
verses ysieslions de géométrie ou de niécauique , et en particulier ddos la théorie des 
moincnls d’inertie , a cela de remarquable que ses trois racines sont toujours réelles. 
Mais jiisqti’.H présent on n’avait prouvé celte réalité qu’i l'aide de moyens indirects , 
par exemple , en ayant recours è la transformation des coordonnées , ou en faisant voir 
que l’on parviendrait è des conclusions obsurdos, si l’on supposait deux racines imagi- 
naires. Je me propose, dans ect article, i.* de montrer combien il est facile du fixer, 
par la méthode ci- dessus mentionnée, la position du centre, des plans- principaux et dis 
axes principaux d’une surface du second degré, lorsque, pour*simplificr les calculs et les 
rendre plus symétriques, on écrit les équations de chaque droite sous la forme iudiqiiéc 
dans les Leçons surdes /ipplicalûms du enleul inflnilislmal à la gdomelric; a.* d’établir 
directement la réalité des trois racines do l’équation qui sert h la détermination des axes 
principaux. * . 

Soient x,y,: les coordonnées d’un point , rapportées è trois axes rectangulaires. 
L'équation générale du second degré en x ,y , z sera de la forme 

(i) By' + Ci’ + aDyi -f-a£:^-4-aEjy--J-aCx-J- a //y -J- a/i = A' j 

et le» é-quations d'une droite menée par le point ($ , >i, (j , do manière qu’elle friike . 
avec les demi-axes des coordonnées positives^ les angles a, p, y, seront comprises 
dans la formule 

(*> 

coia cosp cosy 


III.' Annie, 


I, 


( * ) 


De plus,- si l’on fait, pour abréger, 


(3) ■ r = ç)’ + (:^ -»■«)• 4- ■ 

c’esl-à-dirc, si J’on désigne par r la distance dos deux points (?, >i, ï)» J"* *) ’ 

on tirera de la formule (s) 


(4) 


m-i _ y-ii _ s-t 

cosa eos^ COS7 ’ 


le double signe devant être réduit an signe + ou au signe — , suivant que les 
angles *, p, ï se rapporteront ù la longueur r comptée à partir du point (Ç,»i,î), 
on h partir du point {x , y, s). On aura donc , dans le premier cas , 


(5) » = Ç + rco8«, , y = 1) + rcosp , 

et dans le second 

(G) «=Ç — rcosa, j' = >l — rcosp, 

Concevons à présent que la droite, étant prolongée à partir du point (f, a, (), do 
manière à former avec les demi-axes des coordonnées positives les angles «, p, y, 
rencontre précisément la surface (1) au point [x,y,t)- Les valeurs do », y, *, 
données par les équations (5), vérifieront la formule (1). Donc , si 1 on pose 

I s = //co5>à-fBcos'P-+-Ccos»7-4-aiPcoBpcos7-4-aJSco»7e»»“ + *^®®*“®°’P> 

t=(,é5-t-f’n-l-EC-|-G)eo8« + (Fî-l-Bv+D!;-f-ff)cosp+C^^ï4-D’>+C5+f)'»S7, , 

«=,fÇ*+Bn’ + C;* + aD»i:4-aE!:*Ç + afÇ>i + aGÇ + aff>!+af5 . 

la distance r sera déterminée en fonction des angles « , P , 7 *^es coordonnées 
par l’équation du second degré 

(8) sr* -f- »tr-|-a = ÜL. 


* =i; + rcoS7, 


» = Ç — rCOSy. 


Or , cette équation , devant fournir , par hypothèse , une valeur réelle et positive de r, 
on peut aflirmer qu’elle admettra deux racines réelles, è moins que les angles «, P, T 
ne vérifient la condition s = o , ou 

(9} 4 co5’a-|-Bcos’p-|- Ccos’y-f-aDco^pcosy -^a aEcosycosa -f- af cosacosp = 0. 
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t (5) 

Si celle condilion n’cd pas remplie, une seconde râleur réelle de r, posliivc ou né- 
galirc, salisfera encore à.l'équalion (8). En d'autres termes, une seconds râleur posi- 
tire do r rériCcra l’équation (8) oa la suirante 

(10) sr* — atr 4-u = Ar, 

» 

Par conséquent , la droite que nous'lirons déjh considérée , et qui se trouve représenté*) 
par les équations (5) ou par les équations (C) , suivant qu'on la suppose prolongés dans 
un certain sens ou en sens contraire, rencontrera de nouveau la surface (i). Si main- 
tenant on fait coïncider le point ($, n, C) avec le milieu de la distance comprise 
entre les points d’intersection de la droite cl de la surface , r sera la moitié de cette 
distance; cl, comme les formules (8), (lo) devront subsister simultanément, on on 
conclura 

(11) , sr*-fu = A', 

■ . 

(la) t = o. 

Il est bon d’observer que l’équation (ta) peut s’écrire sous l’une ou l’autre des deux 
formes suivantes 



(i3) Ç+^i) + £ç + C)cosa+ (Fi+Bn+DZ+ff) cosp+ (£Ç+ Da + CÇ + /)cosy = o”, 



(/< cos a 4- F cos P + £ cos 7) { -f (Feos a + ü cos P -f i) cos y) » ■)■ (£ cos a D cos ^ -f C cos y) C 
-fCcos> + £cos^-f/cosy = o. 


Celte équation étant, du premier degré par rapport aux coordonnées ï, a, t, il en 
résulte que le point («, a, t) décrira une surface plane, si la sécante do la surface 
( 1 ) devient mobile, mais de telle sorte que les angles a , p , y demeurent constants. 
Ainsi, des cordes parallèles de la surface (i)'ont toujours leurs milieux situés dans un 
seul plan que l'on peut appeler diamétral, et qui se trouve représenté par l’équation 
(i5) ôu (i4). Soient > , j< , v les augles que forme la perpendiculaire b ce plan, 
prolongé dans un sens nu dans un autre, avec les demi-oxes dos coordonnées positives. 
Les cosinus do ces angles étant nécessairement proportionnels aux coeflicients de {,«,!; 
dans l’équation ( 1 4 ), on aura 


.'^eos«^^Fcosp^^£cosy Fcnsi+Aeos^s-Ocosy Ecota + Dcotp+Ccctty 


( 4 ) 

De plus, les trois rractit)Dg, que renferme formule (i5), étant égales entre elles, 
seront égales nu rapport 

« 

(,éc 08 a-»Fri)s‘y-f Æco< 7 )cosa + (Feosa+B<^5^-t-DcoS7Vos5-f (/^^cosn+flcosS+Ccosy) cosy 
cosicosa+cosucos^TCosvcosy , • ’ 

et par conséquent h • • 

s 

• COsi ’ 

si l’on pose 

(iC) , cosi = cosXcos»-{*cosucnsp + cos»co57 , 

c’est-à-dire , si l’on désigne par î l’un des deux angles que fonno une des cordes pa-* 
rallèlcs avec la perpendiculaire au plan diamétral qui passe par leurs miUcux. On aura 
donc encore 

^cosa+Fcos^+JEcosy Fcosai-)-Bcos°/+PcosY Ücosa+Dcos^+Ccosy « 

' '' cosl cosji cosv cos J ’ 

et par suite l'équation du plan diamétral ou l’équation (i4) pourra être réduite à 

(i8) r(îcosl + 5 005») + (Ccos» + Pcosfi + /cos y) cosi = o . 

Lor/que les cordes du'la surface (i) derlennent parallèles à l’un des axes coordonnés, 
l’une des trois quantités cosx , cos^ , cosy, se réduit à li: i , les deux autres 
s’évanouissent , et l’équation (i3) du plan diamétral prend une dos trois formes 


(19) ^ï + Fu + iÇ-l-G — 0, 

(ao) fï + B» + Dï 4 -ff = 0. 

* î 

• (ai) •4“ XXiî-)- Cç / — 0 . 

Ces trois dernières équations représentent donc les trois plans diamétraux qui passent 
par les milieux des cordes parallèles aux axes des x , j- cl : . Lorsque ces trbis plans 
se coupent eu un méiiie point, ou suivant une même droite, les coordonnées de ce point 
ou de cette droite vérifient évidemment la formule ( 1 3) , quelles que soient d’ailleurs les 
valeurs attribuées aux angles > , p , 7 . Donc tous les plans diamétraux passent alors 
par ce point ou cette droite, qui est le centre ou le lieu des centres do la' surface (i). 

.Pour qu’un phn diamétral coupe à angles droits les cordes parallèles dont il renferme 
les milieux, ou, en d’autres termes, pour qu’un plan diamétral divise la surface ( 1 ) 
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( 5 ) 

en deux parties symétriques, et devienne* ce qu’on nomme un plan principal do celte 
surface , il est nécessaire, cl il suffit que les cosinus des angles ^ , p , v soient pro> 
proportionnels aux cosinus des angles p, y, c’est-à-dire , que l’on ait 


(sa) 


cosX cosft - coss 

cos a jCOsp Cüsy 

e 


D'uillcurs, si l’on combine la formule (i5) avec la première des équations (7), et avec 
la suivante 

(a3) cos’a oos’p + cos’7 ^ I , 

on en conclura 


,<cosz+Fcosp+£cosy Feosa-t-ficosp+iDcasy £cosx + 0oosp-t-Ccosy 

cosx . cosp coiy * ’ 


ou , ce qui revient au ménfc , . ' 

{A — s)cosx + fcosp-(-£cosy = 0 , 
(a5) I Fcosa-J-(® — i)coip+ Dcosy = O , 

^cosa + Dcosp -(-{C — <)cosy= O . 


De plus, si l’on élimine cosa , cos9 Mcosy entre les formules (aS), on obtiendra une 
équation en s du 3.* degré , savoir , * 

(aO) — ‘)(S — >)(C — s) — D'{A — i) — E'{B — s) — F’{C — >) + iDEF ^ O. 

Bnlio , si l’on pose , dans les formules (20) . i " . 

(* 7 ) COSa = pcosy, C0sp = 7CO3y. ■' 

elles deviendront ' 




(28) {A — i)p -\-Fq E = O , + (® — <)7 + ® ~ a > Ep + Dq C ~ 3 = 0 j 

et il est clair qu’à chaque racine réelle de l’équation (26) correspondront 1 .• des valeurs 
réelles finies ou infinies des variables p. q. déterminées par les formules (28) , 2.* des 
valeurs réelles do cosa, cosp, cosy , déterminées par les équations (aS) et (27), ou 
ce qui revient au même, par l’une des deux formules 
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( 6 ) 

• 


(»0) 

C0A3 

cosp cos y 

1 

P 



(3o) 

COSfL 

cosp * Cosÿ 

1 

P 

? » 





Pjr suite , si l'on nomme directions principales celles que prennent des droites menées 
par l'origine , ou par un point quelconque do l'espace , do manière i former arec les 
demi-axes des coordonnes positircs des angles a, y*, déterminés^ par le système 
des équations (iG) , (te) , (tq) , chaque racine réelle de l'équation (tG) fournira géné- 
ralement une direction principale. Donc il sera démontré qu’une droite menée par l’o- 
rigine , ou par un point quelconque de l’espace , peut toujours prendre , relativement à la 
surface (i), trois directions principales, s’il est prouvé que l’équation (sG) a ses trois 
racines réelles. Or la réalité de ees trois racines est évidente , dans le cas particulier où 
les quantités E , F s’évanouissent. Alors on elTet , l'équation (tG) se partage en deux 
autres, savoir, • 

(3i) A — s = o,. 

et 


(5t) ■ {B — s)(C — s) •— /)’ = O , 

que l’on vérifie en prenant 

(35) • s = /# . 

« 

cl 


( 34 ) 

Donc , si l’on fait 
B + C 


B + C . 
s = ± 


(35) s'= 




l’équation (tG) , dans le cas particulier dont il est question , aura pour racines les trois 
quantités réelles A, s', s*. D’autre part, si l’on nomme 


* 5ou» AuppotORs ici I (onrurmémeat aux conreDttuoo gÿacraltmcnt adoptrea, que chacnn des angles <t, 0, y 
ral pOhilif et iarêrteur A >oo degres. 


bigitized by GoQgle 


( 7 ) 

S-,. S'. S\ S, ’ . 

les valeurs réelles qu’acquiert la fonction v 

4 

( 36 ) S = {A—4){B — 4]{C-4)- D^[A —t) — E>(B-f)-~F’{C-4)-^3DEF, 
quand on attribue successivement à là ‘'variable a les quatre valeurs 
(57) a = — X , $=$', i = ê ’, s = 00, 

rangées , comme on le voit ici , par ordre de grandeur , on aura 
= 00 , 

S'= — E'{B^»')—F'{C — i') + »DEF 
S' = — E\B — $’) — F'{C — *’) + iDEF 

5,= — ao; 

puis en faisant , pour abréger , 

(38) %DEF—L{B — C)[E‘ — F')=P, (B — C)EF + D{E’ — F') — Q. 

et ayant égard à la formule ^ ^ 

(59) (£. + ;r.). • + /)•} = P’ + Q*.* 

• Pour obtenir P^qution (5ÿ) , U euffil do combiner entre elle» , p« Toie de mnlÜ]>Uciiion , te» deux rormnk» 
Imtgintlre» 
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on trouvera iléfiuitivciucnt 


( 8 ) 


= oc > O . 

S' = P — <f^O , *S' = P+ j/p-+Ç' > O , 

5, = — oe <0 . 

Donc, si, dans le premier membre de l’équaüon ^fC) , on allribuo successivement à la 
variable a les quatre valeurs — oc, a', a' > a' et + (» , on obtiendra quatre 
résultats alternativement positifs et négatifs. Il est permis d'on conclure que l’équation 
(aC) aura toujours trois racines réelles, la première inférieure à la limite a' , la seconde 
comprise entre a' et a', la troisième supérienre è la limite *a'. Dans le cas parti- 
culier que nous avons d’abord considéré , les quantités P, Q, et par suite S', S" 
s’évanouissent en même temps que les quantités E , F; • ainsi qu’on devait s’y attendre , 
puisque a', a* sont alors deux racines do l’équation (aC). Ajoutons que la conclusion 
génénalc è laquelle nous sommés parvenus subsisterait encore , si l’on désignait par 
s', s', non plus les r.aeines de l’équation ( 28 ), mais les valeurs réelles de s qui 
vérifient l’une des deux é<|uations 

(/,i) (C— s)(/f — 3 ) — £’ = o. 



(4a) (4 —s)[B — s)— F 

c’est-è-dire, en d'autres termes, si l’on prenait 
C+A 


(43) a' 

ou bieOj 

(44) »' 


- - j (-^)‘ +/■ i • j I ■ 


Cela pos9,‘ admettons que l’on ‘ait calculé les trois^valeurs de s' et les trois valeurs 
de s“ fournies parles équations (35), (43), et (44)- On.scra en droit d’afTirincr que 
des trois racines réelles do l’équation (î 6 ) la première est inférieure à la plus petite des 
valeurs do s', la seconde supérieure à la plus grande des valeurs de s', mais in- 
férieure è la plus petite des valeurs du et la troisième supérieure à la plus grande 

des valeurs de s*. . 

Coucevons majatenanl que l'on désigne par - ' ' 

(43) . »j 



V 
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*ii pi > V t 


( 9 ) 

1e« troi« racines réelles de l'équation (a6) , et par 


(46) a,, p, , y. i a. . , V» t 

a' 

les valeurs correspondantes des angles a, p, y, tirées dos formules (28) et (39). 
Chacune des équations (aS) sera vérifiée lorsqu'on attribuera aux variables s, x, p, y, 
un quelconque des trois systèmes de <(^eurs dont il s’agit. Par conséquent la première 
de ces Quations donnera 


et 


(A — «,}cosa, + f cosp, -(•£cosy, = 0 , 


(A — j,)cosa, 4 * f oosp. + £cosy> =■ O ; 
puis l'on en conclura , en éliminant la quantité A , 

(4") ('• — <i)c0Sa,C05a,4-F(0OSp,C0Sa, — COIa,COSp,)4-£(cOly,COSaj — COla,C08y,)= O . 


En raisonnant de même, on tirera de la seconde des équations ( 35 ) 

(48) (s, — >. )coip, cosp, 4- £>(cosy, cosp, — cosp, COSy,)4-F(COSa, cosp. — COSp,COIa,)=:il, 

r 

et de la troisième 


( 49 ) (*• — <,)cosy,cosy.4*£(cosa,cosy, — co8y,cosa,)4-DCcosp,co8y, — coiy.cosp,) = O. 

Enfin , si l’on ajoute , membre è membre , les formules (4y) , (46) , (49) > on trouvera 

{», — J.)(cosa,cosa, 4- cosp, cosp, 4* COSy.COSy,) = O ; 
et par suite ‘ 

(50) cosa,cosa, 4-eosp,cosp, 4*C0Sy,C0Sy, = O , 

« 

pourvu que les racines s, , s, ne deviennent point égales entre elles. On trouvera de 
même , en supposant inégales les racines 


(5i.) cosx.cosaj 4* oosp,cosp) 4- COSy,COSy3 = O , 

et , en supposant inégales les racines S. , *i , ' 

lII.'AKXèe. a 


I 
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( «0 ) 

(*>) • C0Sa,COJaj4-C0»P>CÔ«?l4-C057,COS7J = O. 

• • 

D’ailleurs les premiers membres des.fojmulcs fSo), (5i), (5t) exprimeront évidemment 
les cosinus des angles compris entre lef trois 'directions principales. *Donc , puisque ces 
cosinus se réduiront à zéro , les directioiA principales seront celles de trois droites per- 
pendiculaires l’une à l’autre. Ajoutons que cMiqpne de ces droites, si elle passe par 
l’origine, sera représentée par les équations comprises dans la formule 

(53) -f- = _i_ =, _î_ , 

COSa COS^ COS'/ 

les valeurs do a , ^ , 7 étant tirées des formules (sS) et (i 6 ) ; ou , ce qui revient au 
même , par les trois équations 

(54) (4—t)x+Fj+Ei=:o, Fa+{B-i)ÿ+D: = 0 , Ex+Dy+(C — t)t = 0 , 


la valeur de s étant l’une de celles que nous avons désignées par s, , t, , Sj . 

Dans ce qui précède , nous avons admis que les trois racines s, , s, , S] étaient 
inégales. Si deux de ces racines, par exemple les deux plus petites, devenaient égales 
entre elles , elles cüncideraieot nécessairement avec les valeurs de s' tirées des for- 
mules (55), (45) et (44)' A.U contraire, si les deux' racines égqies surpassaient la troi- 
sième, elles coïncideraient avec les valeurs.de s* tirées des mêmes formules. Donc 
chacune dos racines égales sera toujours une valeur de s propre à vérifier simulta- 
nément les équations (s6) , (3a) , (4i) > (4s) • et par conséquent la foranrie 

(55) (,é — s) (B — ») (C — s) = D* (.rf — i) = £■• (B — <) = /’*( C — j) = DEF . 


On aura donc , pour cette valeur de s , 


(56) 



B—» = 


FD 
B ’ 



I 


d'où l’on peut conclure que les trois équations (i 8 ) seront réduites è la seule équation 
( 67 ) EFp-\-FDq -\-DE = o , . 

et les trms équations (54) è la seule équation 
,(58) EFn^ FDy DEz — O . 
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( “ ) 

Il *era donc permit d’aUriJiner aux rariabiw p , q l’un quelconque de# tytlteeet de 
valeurt propret à vérifier la formule (57). Par toile . Ict valeurs de cot« , cot^ , cotv , 
donnéet par la formule (tg) , no seront jas complètement déterminées; et les deux di- 
rections principales , correspondantes aux. deux ^licincs égales de l'équation (16 ) , seront 
celles de deux droites menées arbitrairement ^ar l’origine dons le plan que représente 
l'équation (58). Or il est évident qu’on^oorra choisir oncoro cet directions de manière 
qu’elles soient peVpcndiculaires entre elles. Quant à la troisième racine de l’équation (iC), 
elle continuera do fournir une direction principale perpendiculaire aux deux autres , et 
par conséquent au plan représenté par l’équation (58). 

Si, dans le cas que pont venons d'examiner, on désigne par r la valeur commune 
des deux racines égales de l’équation (t6) , on aura , eo" vertu des formules (56) , 


(59) 




EF 


= J3 — 


FD 


DE 


Par conséquent les coefficients A , B , C , D , E , F 
de condition comprises dans la formule 


vérifieront les deux équations 


(Go) 


EF 


D 


■■B- 


FD 


DE 


Réciproquement , lorsque Cet deux équations sont vérifiées , on peut affirmer que l’é- 
qualioo (x6) a au moins deux racines égales entre elles. En cllet, si l’on désigue alors 
par V la valeur commune des trois membres do la formule (60) , 00 trouvera 


(61) 


A = i 


EF 


B = , 


FD 


E 


C = T-p 


DE 


et la substitution des valeurs précédentes de A , B , C dans (‘équatiÆ 1[s6) réduira 
cette équation à la (arme 




, ,./ • , EF , FD , DE\_ 


S'il y avait égalité entre les trois racines de l’équation (a€) , chacune d’elles coïn- 
ciderait nécessairement avec les trois valeurs de s' et les trois valeurs de s*, dé- 
terminées par les formules (35) 1 (43) et (44)- Donc alors les radicaux renfermés dans 
ces formules s’évanouiraient , et les cocllieients A , B , C , D , E , F vérifieraient lus 
trois conditions 


( 63 ) 
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( '* ) 

uu , ce qui revient au même , lea cinq équations de condition comprises dans les deux 
formules * 

D^E — F = o. 




A = B = C . 


De plus, on désignant par r la valeur )l^uo de $ !i laquelle sc réduiraient les trois 
racines égales do l’équation («6) , on trouverait^ ^ 


(G 5 ) 


f = A = Bz=C. 


Enfin, il est clair qu’en vertu de celte valeur et des conditions (C 4 )> les équations (a 8) 
et ( 54 ) deviendraient identiques. Donc les valeurs de p , 9 . propres 5 vérifier les 
équations (a8), deviendraient complètement indéterminées; et les trois directions prin- 
cipales, correspondantes .aux trois racines égales de l’équation (s6), seraient celles de 
trois droites menées arbitrairement par l'origine, ou par un point quelconque de l’espace. 
On pouVrait d’ailleurs choisir encore ces directions de manière qu'elles fussent perpen- 
diculaires entre elles. Ajoutons que, dans le cas où les conditions (^ 4 ) sent remplies, 
les trois racines de l’équation (s6) sont toujours égales, puisque celte équation sc réduit 
alors è la forme ■ ^ 


( 00 ) 


(s — /<)» = 0.. 


Les deux cas que nous venons d’examiner, c’est - è - dire , ceux qui se rapportent & 
l’égalité de deux ou trois racines de l’équation (tO) , sont évidemment les seuls qui 
fournissent , pour les quantités p et 9 , • des valeurs indéterminées. En effet , pour que 
celte circonstance arrive , il est nécessaire que les trois équations (a8) , qui s’accordent 
toujours entre elles en vertu de la formule (aO), se réduisent è une seule et même 
équation , ou deviennent toutes identiques. Or les trois équations (38) no peuvent se 
réduire è une«eulo, è moins que les six quantités * 


(O7) A—», 

ne vérifient la condition 


B-s. C — ê, D. E, 


( 08 ) 


A — $'.F:E::F\B — s\D::E:D:C — », 


et par conséqùent les deux formules 
J-s F E 


B-s 


F ~~ B-s D ' E D C-s ’ 

qui peuvent être remplacées par les équations ( 50 ) , et qui entraînent la formule (60) 
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avec l'égaliUi de deux de» racine» », , ». ,.jj. Do plu» les trois ^lualions (a 55 ne 
peuvent devenir idculiijues que dans le cas oü les quantités (G7) s évanouissent, et par 
dlnséqueiit dans lo cas oü les conditions (G 4 ), étant vérifléos, entraînent l’égalité des trois 
racines dont il s’agit. ^ A 

Il résulte de» considérations précédentes par l’origine, on par un point quelconque 
de l’espace, on peut toujours mener J^l^i»^roitB» perpendiculaires entre elle», et dont 
le» direction» soient principale» relativement à la surface (1). On voit en outre que ce» 
trois droites seront complètement déterminées, ou l’une déterminée et les deux autres 
indéterminées, mais comprises dans un plan donné, ou toutes les trois indétermindÿs , 
suivant que l'équation (a6) oUrira trois racines inégales, ou une racine simple et deux 
racines égales, ou enfin trois racines égale». _ 


Supposons maintenant que l'on conpc la surface (1) par une droite dont la direction 
coïncide avec l’une des directions principales , et soient ( , v / i les coordonnées d’un 
point situé sur la môme droite. Los coordonnées variables x, y, z« de cette droite 
vérifieront la formulé (a) , pourvu que l’on attribue aux angles > , p , 7 les valeurs 
correspondantes b la direction principale dont il s’agit. Soit d’ailleurs r la distance 
comprise entre le» points et {x,j,z). Comme le» coordonnées x, y, z 

du point oü la droite rencontrera la surface satisferont en même temps b l’équation ( ■ ) 
et aux formules ( 5 ) ou (6); la valeur de r, correspondante b oc point, sera fixée par 
l’une des équations (8) , (10) , les valeurs do s, t, u étant déterminées , b l’ordinaire, 
par les formules (7), dont la seconde, combinée avec la formule (s4), donnera 


(C<J) 


/ =»(ïcosa + aco»? + CC6 s7)-|-Gco»» + //co»p+ Icosy. 


Donc , puisque les racines de l’équation (to) sont égales, abstraction faite des signes, aux 
racines do l’équation (8) , chacune de ces équations fournira toujours , dans l’hypothèse 
admise, une valeur réelle de la variable r . On est en droit d’en conclure que les deux 
équations réunies offriront quatre racines réelles, savoir deux racines positives, et deux 
racines négative» , b moins que le» valeurs attribuées aux angle» > , , 7 no vérifient 

la condition . « 


(70) 




c'est-b>dire, la formule (9). Donc, si l’on excepte lo cas particulier oü cette condition 
serait satisfaite, la droite que l’on considère, prolongée dan* un seul sens, ou d’abord 
dans un sens et ensuite en sens contraire, rencontrera la surface (1) en deux points dé- 
terminé» de position sur celte droite. On doit toutefois observer que ces deux point» 
cesseraient d'ëlre distincts , sj le* deux racines positive» .appartenaient b une seule des 






- 
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iquationa (B) , (lo) , et devenaient égalet entra ellea. Or, c*est ce qui arriverait eilecli- 
vement ; ti la droite et la surface devenaient lengentea Tune k l’antre. 

* I « 

Lorsque les angles a , ^ , 7 . corrupon^^ts à une direction principale, ne vériCent 
pas la condition (9) ou (70] , et que l'c^ fait coïncider le point (Lv.C) avec le milieu 
d’une corde ou sécante parallèleA cetteVlirMtion , les équations (8) et (10) sont néces- 
sairement vérifiées par une même valeur posiiiH'^ r qui repiéaento la moitié de la 
corde dont il s’agit. Par suite cette valeur de r salisfuit encore à la formule (i 1) , et 
les coordonnées $ , a , C du milieu de la corde vérifient L’équation (ta), .qui, en vertu 
de 1a formule (69) , peut être réduite à 


( 71 ) r(îoosa-l-nco5p-|-Ccoiv) + Ccos»4-i!f««»?4-f*o‘V = °- 




Si la sécante se changeait en une tangente h la surface 1(i), les deux extrémités de la 
corde et son milieu coïncideraient avec lo point de contacti tandis que la distance r . 
réduite k xéro , représenterait la valeur commune dea racines devenues égales de l’équa- 
lioD (8) ou do l’équaliou (10). Donc alors lea coordonnées (L a, (f du point de eouUct 
vérifieraient, non-seulement 1 a A>nnule (71) , mais encore la formule (1 1) réduite à 


('*) ' «=if- 

llemarquons d’ailleurs que l’équation (79) , qu'on peut écrire comme il suit 


(73) ^i’ + JJ»' + CW + aDii + aEt;i + »F(r,-\- aCf + ia„+ 3 t!: = K , 


exprime simplement que le point (La >0 est situé sur la surface (1). Quant à l’équation 
(71), cdle est évidemment colle d’un plan perpendiculaire é la direction principale que 
l’on considère; et, d’après ce qu’on rient de dire, ce plan devra renfermer les milieux 
ou les points de contact des cordes et des tangentes parallèles è celte direction. Donc 
■ ce plan divisera la surface en deux parties symétriquM, cl sera toujours ce qu’on nomme 
un plan principal., 

' , Lorsque les angles a,?, 7, correspondants è une direction principale, satisfont à la 
' formule (9) ou (70) , la valeur ouHe do a -est une raciife de l’équation (iG) , et par 
* conséquent les coefficients A, B, C, D, E, F vérifient fa condition 

(74) ABC — AD’ — BE'~CF'+iDEF = o. 

En même temps , la v.ileur de t , donnée par la formule (C9) , sc réduit è 

♦ 

f =: Seosx-f.éfeos^ 4- ioos7 , 


( 75 ) 
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ei l<u équalioDS (8), (i6) devieanent rospectivoment 


+ u — K, 
— 3tr + O =- 



(76) 

(77) 


Alors, si la valeur de ( ne s’évanoonpas , nne droite monéo par un point quelconque 
( Si a. C) , parallèlement è la direction principale que l’on considère , coupera la surface 
(1) è une distance r du point ((, a, ;) , représentée par la racine positive de l’é- 
quation (76) ou de l’équation (77). Hais il n’y aura qu’un seul point commun à la 
droite et k la surface; et, comme on ne pourra pins choisir S , a , C de manière è 
vérifier l’équation (71) . dont le premier membre sera précisément égal k t , on verra 
disparaître le plan principal que représentait cette même équation. Au contraire , si 1 
s’évanouit, c’est- k-dire , si les valeurs de a, 'p, y vérifient la condition 


(78) 


Ccosa4‘®‘»*P + fco*7==o > 


les équations (76) et (77] te réduiront k la formufe (yt) ou (yS) ; et , comme cette for- 
mule se trouvera satisfaito, quel que soit r , ou né pourra l’être, suivant que le point 
(f,a,!i) sera on ne sera pas 'compris dans la turface (i).il est clair que chaque droite , 
menée parallèlement k la direction principale , sera située toute entière sur cette surface . 
ou n’aura aucun point de commun avec elle. Donc alors l’équation (1) représentera une 
surface cylindrique , dont les génératrices , prolongées dans un certain sens , formeront 
avec les demi-axes des coordonnées positives les angles a , p , y. Or , dans ce cas , 
tout pian perpendicnlaire k la direction principale divisera évidemment la sorCscc cy- 
lindrique en deux parties symétriques , et pourra en eonséquence être considéré comme 
un plan principal. Il est d’ailleurs aisé de voir que les coordonnées d’un semblable plan 
satisferont k la formule (71), attendu que cette formule deviendra identique, et sera 
vérifiée indépendamment des valeurs attribuées aux variablet $ , a . t . 

Faisons maintenant, pour abréger, -* 


(79) 


m = GcO»a+B0Otp-^Ica$y . 


^ et au désigneront ce que deviennent les deux polynômes du premier et du second 
degré, dont la somme forme le premier membre de l’équation (i) , savoir. 


{80) 


+ et a(C«-+*£f7 -f-f «) » 


quand on y remplace x, y, s par cosa, coa^, coiy. Cela posé, il résulte des 
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observalions pri-cédcnlcs que toute droite, qui oflrira une direction principale rebliTc- 
incnt U lu surruco (i) , sera perpendiculaire à qn plan principal, si la valeur correspon- 
dante de la qiiniitité / vériGo la condition . 



et ü une inGiiilé de plans principaux , si les valeurs \orrespondanlc$ de s et u vérilient 
les deux furmules 


(8a) 


Le CBS où l'on aurait à la fois 

(85) , j = o, M*>o 

est le seul dans lequel le plan priifcipal disparaisse. D’ailleurs nous avons prouvé ci-des- 
sus qu’il existe, paé rapport à la surface (i) , trois directions principales et perpendicu- 
laires entre elles, lorsque l’équation (s6) n'a pas de racines égales, et dans le cits con- 
traire une iuiinité de sjslèmes de directions principales qui, étant prises trois il trois , 
sont encore perpendiculaires l’une h l’autre. Donc, à moins que l'équation (sG) n'ollire 
une racine nulle ou des racines nulles, correspondantes à uhe valeur positive ou négative 
de U , et par conséquent propres ii vériGer les conditions (83) , il existera , pour la 
surface du second degré, trois plans principaux et perpendiculaires entre eux, ou une 
inlinilé de systèmes de plans principaux, qui, étant pris trois è trois, se couperont è 
angles droits. Les systèmes de plans rectangulaires, dont il est ici question , sc réduiront 
effecliveinent à un seul, si l’équation (s6) n’a pas de racines égales ,ni de racines nulles. 
Alors les trois plans principaux se Couperont suivant trois droites perpendiculaires 
entre elles, et que l’on nomme axes principaux. Mais si l’équation (aG) admet ou des 
racines égales qui dilTèrent de xéro , ou quelque racine nulle correspondante h une valeur 
nulle de u , le nombre des systèmes de plans principaux et. pcrpendirulaircs entre 
eux étant alors inGui, les droites, suivant lesqmdles ils se couperont mutuellement, of- 
friront une infinité do systèmes d’axes principaux. 

Lne remarque importante è faire , c’est que tout point, suivant lequel se coupent trois 
• plans principaux rectangulaires entre eux, et par conséquent trois axes principaux, est 
toujours un contre do la surface (i). En effet, trois plans de cette espèce étant donnés 
V construisons un paralirlipipède rectangle qui ail pour centre leur point d'inicrscclion , 
pour soinmels huit points dont l’un au moins soit situé sur la surlsice (i) , et pour arêtes 
des droites perpendiculaires aux plans dont il s’agit. Commit les huit sommets’, considérés 
deux è deux, serout placés symétriquement par rapport è l’un de ces mêmes plans, ils 
■app.'irliendroDt tous !i la surface (i); et les deux sommets opposés , qui fonneront les 
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extrémité» d iino dmgonalr . coïnetderonl tur ta surface nrcc le» deux «.xtrémifé» d’imo 

curde dont le inilici sera préeUéincnt le centre du parxIléVipèdc. Donc, puisque l’un 
do ce» po.nl» pourra C-lre un point qucl'qpquc de la aurfacc (ij. celle -c» aura pour 
centre le point d‘iiiler»ection de» trot» plan» pw^ip<jiix. 

Réciproquement on peut affirmer que i^poinl qui>rt de centre J. la »urfaco h ) 
«I en mémo lemp» l^inl d’iulcrtec <Sn d’im système tih d'une infinité de systèmes 
doxo, principaux domurfacc. C’est ce que Ion démontrera sans peine è l'aide' des 
considérations suivontes» 

De» plan» diamétraux i-cpré,enfés par le» équalipn, (,9) , (,o) et (,.) »e couperont 

ftrmuter'"* *' '** P*'^ l'origine , et rr'présenfés par le» 

» 

• •- * 

(S'O ^x-fF/+£.=,o/ ( 85 ^ Fx+Hy^Df = o, ( 80 ) E^+J>^+C,.= 0 , 

n’oni d’autro, point» commun» que culte origine mémo; ou. on d’autre» terme», si l'in 
ne pm,t sat.sfa.re aux formqje» (84) , ( 85 ). (86) qup par de. valeur, 1,060, de, coor- 
rtonnée» x.j.i. Alors la surface (1) aura nn centre miiqne .-.cl uucpne de, ricincs 
do I équation (s6) ne s’évanouira, tiar. si unc ou plnsleurs-de ce, racin..-, ,e«dui»aienl 
è téco. ou fftourrail tixmver nn système de valeurs ou nne infinité do sysièmes tlc «nleur» 
de « . f . •/ , propre, i vériliur la formule (*4) . et conséquent le» trois équation» 


Jfosa + è'co.J 4. £eo»-/~ o, yeos. 4. flco»p 4. Bcoty^ç, 


(8,-j ' I 

pnis en dctcrniihant x , y. 
(88):; -■ /* 


E col» 4. D èoj? 4 ^ CftSy 
. J’ 

î' par hi formule 


j_jr- 

tort 


■.i.' 


cos^. 


co»7 




• V- 

■ '-i 

't' • - 


c-fet-à-dire en prenant pour x.y,: de, q'uanliléa proporHonnelles i co», cose 
, . on obtiendrait uüo infinité de systèmes de yaleur» de x. y. z, pronre, è 

vérifier le, é.,aatioi., ( 84 ) . ( 85 ) , (86). D’ailleurs, quand l’é.,ualio.i (,C) u’oflL pas do 
racine, nulle», ,I existe uu .j»lèine ou „„e infinité de'sy.tèmes de plani principaux él 
rcctangulo.reu, dont chacun passe nécessairepoenl par le, centre unique de la surface 

lèmc.ll’aV“"* o uu sj^tènie ou une infinité de 

axes prmtipqux qui ont pour point, .l’intersodion le centre dont iU’ngii. 

Si Ios plan, (19), <1,0) et (,i) se coupent. suivant ime même' droite, tou, fe, point, 
de cotIc droite seront autant de cenfre. de la surface *(,). De pTu. . la droite parallèle 
lll.•sx■aÉE. 


( >8 ) 

miîiii-e par l’origine sera représentée par les éf|iinlions (84) , (8.'i), (8ti) ; et les angles 
a . 7» formés par ccllo droite avec les demi-axes des coordoiiDées positives, vérifieront 

les é<|tialioiis (aâ). Donc ccs'ît.'^lcs et <m: vjleiir indle da la vuriaLIc a vérifieront la 
formule {s4)- Par coilséapient l’une yi iuoItIs des racine» de l'etpiulion (ïO) deviendra 
égale à zéio. D’autre part , couiusC’les Y<piritions (ijt), (ao) , (ai) dovroiitsuhsislcrsi- 
ninltanéiuont, et <]ùc de CCS éijit/lion», ri'sjKiüiKrnicnt multipliées par cosa, cos,%, cosy, 
on déduit, par voie d’addifion, la formule (^) : il est cintfkuc, dans l’Iiypotliéso 
admise, les angles a, p, y devront satisfaire encore Ji cell^Tormule. , c'esl-i-dirc , 
il la condition *, = 0. D’ailleurs, quand une raciac de l’équation (cfi) s’év.inonlt avec 
la valeur correspondante, de «, la surface (1) devient une .surface cyliudriquc, et il 
existe une infinité de Systèmes de pians principaux pcrpendieuluiras entre eux, dont l’un 
Coupe toujours à angles droits les génératrices de la suvraec; d’oii il suit que les deup; 
autres plans ont pour commune intersection uno droite parallèle il ces mômes généra- 
trices. Enfin il est évident 1 .* que la droite dont il s’agit devra coïncider avec celle qui sera 
le lieu des centres de la surfiico cylindrique, a." que le plan principal, perpendiculaire 
aux généralriecs et par conséquent à cette droite, pourra la couper en un point quel- 
conque. Donc , dans le cas qiio l'on considère , cliaciiii des contres de la surface sera 
encore le point d’intersection d’un système 011 d’une iiifinité du syslèliics de' plans prin- 
cipaux roclanguluires , cl pèr suite d’un système ou d’une infinité de systèmes d’a.xes 
princqiaux. • • ’ 

Si les plans (ig) , (ao), (21) so réduisaient è un seul, tous les points de celui-ci pour- 
raient encore être coiiskléré5''coinrac des centres de la surface (1). Dans la même hypo- 
thèse, les éipiations (Sy) , réduites .\.une sfcule, seraient vérifiées par tous les systèmes 
de valeurs de x, î, •/ qui exprimeraient des uugles compris entfe les demi - axes 'des 
coordoimées positives, et l’une qaclcoaqiic des droites parallèles ou plan dont il s’agit. 
Donc alors la surface (i)^«cralt être .engendrée d'une infinité 'Je manières, par des 
■droites parallèles b ce plan; cl par conséquent l’équalioii (1) ne poprrail représenter 
qu’un plan ou im système de plans parallèles. On arriverait aux mêmes conclusions en 
observant que, dans riiypothèse admise, on aura néccssaircnienl 
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ou , CO qui revient au même, 
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et par suite, 
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(9») - , DG =i klI -= Fl. ^ 

Si l’on a éjoriJ ^ ces durniÈrcs formule^,' cl que rony.<*gnc par f. la sàlcur com- 
mune do» trois'pfoduîls' DO , Eli , Pl\ op Iwtivcra 





J/ ■ 

J , 


' C~"^ ' ,1", 


(o3) 




Ü 


I. 

D '• 


-ri- , •/» 




* 

.« 0*n 


et l'équation (i). divisée par DEF , .donnera 

9/; 



194) (-J + Y + +1^ (^- + J- + t) - ’ . •». g. 

puis 1 on Cn Urora . v .t 


(95) 


JL -4- JL^ J, ^!_ 


- ± J ^ 
/;f:é’ DEF 


V'{Li + hDEl'). 


• Or .cotte dorniéré ne rcpréi«Kero jamais qu’on aysR-me de plans parallèles, qui se con^ 
fondroné , si l’on a s 

* L* -f- y 0 .^ / ' - 

D’aillctfrs, puisque Ica équations (19), (ao),>( 9 i) devront snlisister sio>ulUii#mcnt , les 
voluiirïdc , 7, prfiprêsk vérifier les formulcs^Sj), feront éranorir noD-sculeincnt la 
quaiiiité a, mais encore ta quantité }j. Donc 11 existera une infinité de systèmes 
de plans pi^ncipaux dont l’un coïncidera néeCaèairemeèt a'veS lo'pbn mené à égale distança • 
de.^ plan» parallèle» rcpréaOnlé^^ par l’équation (i), c’esl-Vdtre. erf d'aqlrrs terme», avec 
le lieu de» centres de fa surfaCo (i). Quant aux deux autres, plan» principaux ,on pourra 
le» fair»! coïnc^er avoc.deux plans quelconques pcrpcndioula’irc» l’ul» è i'aidre. ainsi 
qu’au premiorrd’oü il résulte qu’un point 'quekon<|ue do cclui-cî , c’est-i-dire , un qucl- 
conqtfc dc»rccr.t(dltdie la aiiBlace,(i}, ponrra ciro regardé qoiume le point d’intersection 
d’on syi^iDC ou d’uuo infinité do systèmes ^’axes'priiicipait^. ^ 

Considérons luaiiitcnant en partlculir# les cas ^(iTéquat'ion (>6) a des racines égales. 
Si l’oti suppose d'ibord qnc deux racines soient égales et’diO’érenlcs doxéro, 6 la valeur 
communtt r dq ces doux racines. c<trros[)ondront une infinité de direcllons principales,- 
qui formeront, avCc lo\ demi-axes des coordonnée» pbsîtîves._ des an'^çs a, f,7 propres 
» Vérifier les formulct (ag) et ( 5 ;); cl par-conséqueht liPsuiranlo* j 
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£é'cosx i'Dcotp -j- DE cosy— 0 . 
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P- .-^.- ■, ^ f De plus, cliacune «le cc» directions sera pcrptodiculairç & un plan principal représciil/) 
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r.'-f 


p»r l’équation (7 1 ) , ou ‘ 

m 


Vji ( 

(*‘ï.+ C)cos»H-(ra'H7ff)coîp4* (rC + /)eo57=! O. 




Or il est cUic que ceita derni^ sera sat»-Caiiç, pour toutes loa Valour» de ft f, 

•■A 


propres h rériüer li formule 1[p;^ , si l’otr supposeN'. 

Ç+a '■- ra + H ■ TÎ+/ 




^ ,(<I9) 


EF 


FD 


ÜE 
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ou, cc qui revient au même, 

•{100) ' D^j+G)*=ECra + //)=:f(r;+/y. 


Donc l>s plans prinerpaux relatifs oiix directions principales dpnt.il s’agit passeront tous 
p»f|a' droite doul les rssordoonéea (, v, K teronl liées entre elles par les doux éqiiu- 
tiotu comprises dans, lu forroido (100). D’ailleurs , si par te point (ê, a, on méno 
& ccllo droite une perpendievUire qui forme otcc les demi-axes des coordonnées poti- 
. lives les ongles a, v, la perpradicutairc en question rencontrera op ne rencontrera 
pas la surface , sulaent que la valeur de '.r , tirée de lu formule^i ij; s&x réclle on 
imagUiâifc ; et. dans le premier cas, Ijrdi^tsncc du point do rencontre au point ((, «, () 
V aura poui^ videur . ' . ^ ^ . 
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Or celte valeur - restant la inCmpT I><)iïr toqlcs les valeurs )le ,a, p, 7 qui vérifient 
l’équation ^97), n en résulte que, dans l'hvpotbùée admise, la surface (r) sera une surfnru 
de révuUiliun , ei^midrée jipr un cercle oiobilu dont le plaq sera totijoura’ pcrpeodiculaii'u, 
b droilù (ido) . et dont le ceolrc parcourra cette mûuie droite. 

i > 

. On arrircésdt b ln moincaconcliiiion eu observant que, dans le ois oti ^aiix racines de 
réqualtou.(*r>wWicnuenl^ égales , leur valeur coramuno > vérifie les forinnles (fil 
ql qu’en conseqitejtce l’équatiou (1) piml être jicésénl^e seus Jà forme 



( . O») c (®* +j' + s») + q- X 4. *'4^a C* q. , ^ a . 


• V^. t; 

* ■- J 


Or, si l’on coiipo Is-suriàce que l’éqmition (lOi?) représente par im plan parallèldà celui 
dont les coordounées at , y , z vérifk-iit la. formule (Ô8J , la courbe d’intersection 
sera évidemment située sur la sp^re dont le ccniéo.a pour coordonnées les trois quan- 


•/ : 'ai 




**c 

dr 


4 s *'» ' ^ S 
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ulé» — ~ ^ P‘"''*î00i^quuu‘ elle «era uo ctrcle <lonl le cenfe ' 

«e Iromera placé s.ir lo diuraèlre de la sphère perpeue'-' ?aireaii plan (58). c*esl-î-i^. 
sur In ilroilc que repréiyple la (hrniule (•'So). 

4 Lorsque deux racines de l’é<iualion (a6) s.«r^^-^èro. ia (braiule (i«w) derieul " 
■{io3) + 

rt la surface que celle formule représente, étant cosipée paç des plans pnrallèlo^Au plan ^ 

(o8). donne évidemment pour sections des dioUca partilêlwà celles qnodélw mineui les 
deux éqaatkms ■ > » ’ 

(■o^) , T + T + 7^=0, Cx+//j + I^^o/\ > 

' 4 .' 

Enfin . lorsque réquafion (*6) a ses Itois racîncs é-<j(|es , les condiliqns (C‘4) étant rem- *■ 
. plies, 1 équaliou (i)> se réduit 5 ‘ . e 

- * 

(“-S) yf{x'+y + z')^,(^x+idJy + »Iî.~K. 

M représente une sphère dont k ceairrfa pour coordonnées les quiintiiés . — — . _ ~ V ^ 

— ■J- Concevons à présent que, ayant un ou plusieurs centres , on dévV 

signe par j; o. ç ki eoordonSées^j^PlVnUc eux. eèque l'on fasse passer par / ' 
Je centre dont il s’agit nn système d'axes principaux. Les valeurs du -VJ 6; •/ et s 
reislives è r,„i de ces axés sérmeronl la formule fa4>, et, sïTaxe coupe la "surface, love' 
rayon secteur r, mené du centre è ehneun îlot hAlni» ' j i. » 




quantité aJTcçtéq du mémo sigue que la différence A. u ; cl 

prise entre les deux points innlerseclion de l’axe priucipsl et de 
woroiiii» un ou» rssf du celle même «urface. lU'ciproquekeift 

l^uaiion (»fi) e»l do Btcme signe que la dilfcrcneo' A u 

une tairur réelle du r; 
respoudaut è Mlle racine 
.du centre et i la distance 
(ion <aO) soient inégales. Dans o 
réels. Ou trois axes réels, sulshntqu 
du même signe qui) la différence 
de I équaliuu ( i ]< dcricnneol égales 


i ta distance ssr, coni- 
! la surface i Sera ce quVn 
• si' l'une ^cs racines de 
la furmule^ioi) fournira 
I>»r cuMequent l’axe principal, mené par^ centre et cor- 
coup..ert Iq aurhee (i) en deux points, sjlui'-s deux côtés 
Gela posé, admettons d abord qiiirfus raoines de l'équa- 
XI CJts, la surface (i) aura mi axr^réèt^ou deux axes 



; qiianlilé affccloc tlu m£mc sJ^ne qtie la diÛ'ircnco K — «•, alori U 
ra do révolulioii autour do Inxo principal queToumira la Iroûifcmo racine, 
lé par le crnjrc p^cndicolaircifut & ccl a*o coupera la aurface tuivant. 
t chaque diaujclre goum^rc c^sidéré comme bn axe réel..Iànnii , si les 

10 l'éqoalibn <ï 6) alTeciéca du môme, aigue que la dlITérenco, 

urfacc (i) dc»i»ÿ|M une spbw-^.«it chaque diamiUro sero un axe réel, 
racines dc'lVqiMion (j6) élah null?, la surface (i) n’aurait plus de centre 

la oü l’on aurait en mCqie temps « = o; cl, dans ce dernier Cas, elle 
une surface cjlindriquod;Toy« la page 1 5). Alors aussi, en pos.-mt ^s^o 

11 (loi), «n «J lircriit -,r|p.oo; ce qu’il était facile do préroir. 

nt cet article , nous rtmiarquerons i^ue, dans l’équation (i) , les coelhcigllti 
‘éranouisienl, toutes les fois que 1* axt» coordonnés sont parallèjos.* teois 
;icipalcs;‘el lea coéOicients 4’ , U . 1 toutes les fois que rorijin^e est un 
urface.^ En efletrii |’e»o des Jo c>t parallèle h une dirccliou principale, 
A«,««;'rpment les éoûalions (îS1-cn prenant pour a une certaine racine 


pàraflèlc A une direction principal# 


^ On trotivora de môme , ctt supposant 1 is 


parallèle è nno direction principale, 


ipposanl l’axa .des 


ididonnés sont parallèles » trois directions pancijialos, on aura 




DES SURFACES QUE PEUVENT ENGENDRER, 


EN SE MOUVANT dANP «l'ESPACE , ’ 

1 

DES UGNES DROITES OU COURBES 



DB FOBMB COHITARTB 00 TABIABLB. 
■ JOQQgT 



Comme tet m'éthodes que j'ai employées dans lei applicalioni do calcul iofinitiiimal 
A la géométrie foiimisseat le moyen de simplifier on plusieurs pointa les calculs relatifs 
A la génération des surfaces par le mouvement des lignes , j’ai pensé qu’il ne serait pas 
inutile de reproduire ici de nouveau la théorie de ces surfaces. Tel est l’objet que je me 
propose dans les paragraphes suivants. 


S I.** Equations finies des surfaoes engendrées par te mouvement des lignes. 

• 

Considérons une ligne droite ou courbe représentée par deux équations qui renferment, 
avec les coordonnées rectangulaires ae , y , z , deux paramètres ou constantes arbi- 
traires 0 et .0,. Si l’on résout ces équations par rapport aux constantes dont il 
s’agit , on en tirera 

(«) «’ = € » ■ = 0, . 

V et tv désignant deux fonctions des variables œ , y , z. De plus, si l’on attribue 
successivement aux constantes 0, 0, une infinité de valeurs arbitrairement choisies, 
la ligne représentée par les équations (i) changera de position , souvent même do forme, 
sans décrire aucune surface déterminée. Mais , si l’on établit entre C et 0, une re- 
lation quelconque , si l’on suppose , pour fixer les idées , 

W £. = »(C), 

f(C) désignant une fonction de la constante 0, les équations (i), réduites aux 
deux suivantes 
111.* AB.vét. 


4 


( *7 ) 

aur* une forme et une poailion dépeodaolea do la fonction f • 

On pourrait encore présenter l'équation finie d’une surface cylindrique août uno autre 
forme que nous allons indiquer. ^ 

Pour qu’une droite mobile reste parallèle à cl^- même , il suffit qu’elle soit la ligne . 
d'intersection de deux plans mobiles qui demeureiA respectivement parallèles à deux • 
plans donnés. Or les équations de ces plans mobiles seront de la [orme 

(g) + 6j4- cz = C . Ax + By -\-Cz-=Q^ , 

a, b, e. A, B, C désignant des constantes déterminées , et 0, 0, des cons- 
tantes arbitraires. Donc les équations de la génératrice d’une surface cylindrique pour- 
ront s’écrire comme il suit : 

(10) ax-J-Ajr + r* = G . A s + By -^C i = <i{£,) . 

Si l’on élimine 0 entre ces dernières , on en tirera 

(11) Jx-\- B'y by et) . 

Il est aisé d'en conclure qué, pour obtenir l’équation finie d’une surface cylindrique , il 
suffit d’établir uno relation quelconque entre deux fonctions linéaires des variables 
X , y , ». Dans le cas o<i l’on réduit ces fonctions linéaires aux premiers membres des 
formules (7) , la formule (11) se trouve remplacée par l’équation (8). 

3.* Exemple. Concevons que l’on demande l'équation générale en termes finis d’une 
surface conique, c’est-è-dire , d’une surface eiigcndiéc par uno droite mobile qui passe 
constamment par un point donné. Si l’on nomme , y^, les coordonnées de ce 
point, ou, en d'autres termes, les coordonnées du sommet de la surface conique, et 
1,^.7 les angles formés par la génératrice avec les demi -axes des coordonnées posi- 
tives , cette génératrice sera représentée par les équations ( 5 ) , desquelles on tirera 


y-,y> __ cos^ 
x-x, cos» ’ 


»-î« COS7 

XrX, cos a ’ 


ou , ce qui revient au même , 


{'») 


y -y» 

X- JT» 


= e. 



c t(0 ) désignant Içi valeurs arbitraiaes des rapports 


cos P 

cos« ’ 


cos 7 
co s a ’ 


que l’on 
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tuppoie liées entre elles de telle sorte que l’une se déduise de l'antre. Si maintenant on 
élimine Q entre les équations (ta), celle qu'on obtiendra, savoir. 



(i 4 ) ' 


représentera une surface conique dont la forme et la position varieront avec la nature de 
la fonction f. Il est bon d’observer que la valeur dé s — s, , fournie par l’équa- 
tion (i4) , précisément celle qu’on détermine en égalant k zéro une fonction homo- 
gène quelconque des trois dilTérences 


, a — ».. 

D'ailleurs , si on prend pour sommet de la surface conique l’origine des coordonnées , 
ces trois différences se réduiront aux variables ai , y, 2 . Donc , pour obtenir l'équa- 
tion d’une surface conique dont le sommet coïncide avec l’origine , il suffît d’égaler & 
zéro une fonction homogène quelconque de a , ^ et s. 

3 .* Exemple. Concevons que l'on demande l’équation finie d’une surface eonoïde, 
engendrée par une droite mobile qui passe constamment par un axe donné, en demeu- 
rant perpendiculaire à cct axe. Si l’axe dont il s’agit coïncide avec l’axe des z , les 
deux équations de la génératrice seront évidemment de la forme 

(15) T = * = T(C)t 

SD 

et par suite l’équation finie de la surface conoïde sera 

(16) 

en sorte que l’ordonnée s de la surf^ se trouvera exprimée par une fonction homo- 
gène de X et jr,, d’un de^ nul. 

Supposons maintenant que l’axe dé la surface conoïde coïncide avec une droite menée 
par un point donné (æ.,j',,2.) , de manière è former, arec les demi-axes des coor- 
données positives, des angles donnés a , p , 7. La génératrice de la surface pourra 
être considérée comme produite par noteifection de deux plans mobiles dont l’un pas- 
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•enil ooiuUmment par l'axe de la auriace , tandis que l’autre serait perpendiculaire k 
cet’ axe. Or, si l’on nomme ^ > les. angles compris entre la perpendiculaire au 

premier plan et les demi-axes des coordonnées positives, ces angles vérifieront évidem- 
ment la condition • 

(17) oosaoosL cospoosif -^isosycoslV = o , 


et l’équation do premier plan sera de la forme 
(18) 


{» — X,) cos Zi ( 7 — y,)co8Jf + (« — s,)coslV = o. 


On trouvera par tuile 


(»D) 


cot£ 


008 V 


eolff 


(7-7,)cot7-(s-*.)cotp (*-f.)c08a-(»-».)®<>'Y (x-*,)cotp-(y-7.)©ot« ’ 


et l’on en conclura 
(so) 




(y-7.)aoS7-(s-s.)co8p cotX 

(c-x.)oof7-(s*'S.}cote coi/i 


■c. 


Q désignant une constante arbitraire. Quant b l’équation du second plan , elle sera 
évidemment de la forme 

(11) »oos«-^-700sP-4-«oos 7 = C, = v(G) . _ 

Cela posé, les équationa do la génératrice pourront s’écrire comme il suit : 

(as) • a:coe«-|-7Cosp-|-icos7 = r(G) . 

' (X-X.J00S7- (s-s.)cosa 

et l’équation finie de la surface conoïde sera 

(s9) ascosa -t-jroosp + SC0S7 = 7 1 I * 

' ' I . 1 ( (x-».)0O87-(l-S,)cO8a j 


Si, dans cette dernière formule, on pose a=— , p = — , 7=0 , ar, = o , 

y, = o, s, =0, on retrouvera précisément l’équation (16). 

4.* Exemple. Concevons que l’on demande l’équation finie d’une surface de révoliUioH. 
On pourra prendre pour génératrice de celle surface ou une courbe plane tournant au- 
tour d’un axe , nommé axe de révolution , et situé dans le plan de la courbe , ou , ce- 
qui revient au même , un cercle dont. le rayon serait variable, mais dont le plan resternit. 
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toujours perpcndiculsire il l’axe dont il s’agit , et dont le centre serait situé sur ce même 
axe. Cela posé, admettons d'abord que l’axe de révolution coïncide avec l’axe des z. 

Les deux équations du cercle générateur seront évidemment de la forme 

% 

(a4) ‘ * = ïCG) . 

et par suite l’équation finie de la surface de révolution sera 

(i5) * = 

Supposons maintenaut que l’axe de révolution coïncide avec une droite menée par un 
point donné (*.,7,,*,) , de manière è former, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, des angles donnés 0,^,7, Le cercle générateur sera évidemment la 
courbe d'intersection d’une sphère qui aura pour centre le point (x^ , :.) et d’un 

plan perpendiculaire à l’axe de révolution. Donc les équations du cercle générateur 
seront de la forme 

(s6) »oo5ï4-j'cosâ4-scos7=G » (* — *<.)’ + (/—/«)■ 4" (* — *•)’ = v(G)t 

et l’équation finie de la surface de révolution sera 

(ay) (x — 3 î.)* 4-(/— jr,)»4.(s — î.)*= 7 (üOOSa + j'COS? + scoS 7 ). 

Si l’on suppose , dans cette dernière , p = ^ , f = o,x, = o,y,-=Oi. 

Z. = o , on obtiendra la suivante 

*’+/’ 4- »’ = ?(*) 1 

, de laquelle on tirera une valeur de z semblable è colle que présente la formule (“iS). 

On pourrait généraliser encore les principes établis au eosamenceaaent de ce para- 
graphe , et faire mouvoir dans l’espace des lignes tellement choisies , que la construction 
des surfaces engendrées par le mouvement de ces lignes dépendit de plusieurs fonctions 
arbitraires. Considérons on effet une ligne droite ou courbe dont les équations soient 

r. G , 0 , 1 Gî***) ~ Z, G , Gi I G»> G^***) “ ® * 

et renferment , avec les variables x , jf , z, plusieurs paramètres ou constantes arbi- 
traires G» Gii G» • G»' OÏC-" Si l’on attribue successivement i ces constantes une 
infinité de valeurs arbitrairement choisies , 1a ligne en question changera de position , 
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souvent niéme de forme, mis ddcrire sucnne surfeee déterminée. Mais, si l'on établit, 
entre les coostanles Q, G.. Gi , Gs. etc..., des relations telles que , la valeur de 
l’une étant donnée, les valeurs de toutes les autres s’en déduitrnt , si l’on suppose, par 
exemple , ^ ^ 

Gi — î(G)> G» = x(G) » ^ = 'KG)« etc..., 

t(G) • Z(G) . 'l'(G) désignant des fonctions de la constante Q; les équations (i), 
réduites aux deux suivantes 

(5o) G. t(G)»z(G)>+(G)>— ] = o. ^■[».j'.*>G.v(G),x(G)»'KG)>— ] = o> 

représenteront une ligne dont la forme et la position seront tomplétement déterminées 
pour chaque valeur particulière de la constante G • Donc, si l’on attribue successive- 
ment à cette constante une infinité de valeurs , la ligne en question se mouvra de manière 
é engendrer une certaine surface. Or la forme et la position de cette surface dépendront 
évidemment de la nature des fonctions t(G)> x(G) • 'I'(G) ■” > que l’on jpeut choisir 
arbitrairement. Ajoutons que , pour obtenir l’équation de la surlàce , il suffira d’éliminer 
G entre les équations (5o) , mais qu’on ne pourra en général effectuer cette élimi- 
nation qu’après avoir remplacé les fonctions arbitraires r(G) , x(G) , HG) 

par des fonctions déterminées de la constante G . 

Il est bon d’observer que, dans les équations (5o), on pourrait faire dépendre les unes 

des autres plusieurs dts fonctions t(G) , x(G) , é(G) et prendre, par Memple, 

pour f (G) > >c(G) > 'HG) des dérivées de la fonction t(G)< Ainsi , pour 

fixer les idées, on pourrait supposer 

X(G) = ?'(G). >KG) = t'(G). etc . 


$ 3 . EifuationA aux AiffértnettpartitlUi du êurfacettn^tndUttpar Icmouvtmetit 
, detUgnu. 

Considérons d’abord la surface engendrée pir le mouvement do la ligne droite ou 
courbe que représentent les équations (5) du § i. Si l’on nomme p et y les valeurs 
des dérivées partielles 

df ^ dt 

da dy ’ 

que fournit l’équation de la surface , dans le cas où l’on regarde ai , y comme v« - 
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ritbtet iodépeDdaote* , et z comme une fonction de ce* deux Taritblef, on aura 
{ ' ) de =r P -4- 4 djr 

et celle dernière équation sera toaj^ülN aatûftite , quand lea coordonnée* x , y , z 
varieront de manière qne le point [x,y, *) décrire une courbe compriee dan* la *ur- 
faee dont il *'agit. Or, li la courbe en queation ae confond arec la génératrice de la aur- 
face, elle aura pour équations fîniei le* formule* (5) du § i> Par auite, le* dilTérenlielle* 
dea coordonnées de la courbe rérifîeronl le* formules 


(•) 


J 1 J . J J . d» . 

— dœ + — dr 4- — d* = O , — d* 4- — dr -I- — da = O : 

dx dy ^ dt dx ^ dy •' dz 


et , comme , en faisant pour abréger 


(J) P 


rit riw rit dm 

dy dt di dy * 


Q = 


dt dm 
dt dx 


dt dm 
dx dt ’ 


dt dm dt dm 

dx dy dy dx ' 


on tirera de* équation* (a) 

M) 



on conclura définitireraent de l'équation (i) combinée avec la forihule (4) 


(5) PpJrQq = R- 

Telle est l’équation aux différence* partielle* de toute* le* lurface* que peut représenter 
l’équation (4) du $ i. Celte équation aux différence* partielle* ne renferme plu* la fonc- 
tion arbitraire indiquée par la lettre f , mai* seulement le* dérivée* partielle* de * , 
savoir , p et q , avec les quantité* P , Q , R , qui sont de* fonction* déterminées 
de* variable* x , y, z. Au reste , on pourrait dédu ire directement l’équation (5) de 
la formule (4) du § i . En effet , pour y parveni r , il suffirait de différencier cette dernière 
formule, i.'en regardant æ et z comme seule* variables, a.' en regardant ^ et : 
comme seules variables, puis d’éliminer la fonction dérivée y'(v) entre le* nouvelles 
équations ainsi obtenues. Ajoutons que l’on pourrait encore établir l'équation (5) , en 
considérant un point quelconque (x,y,z) de la surface dont il s’agit , et observant 
que , si l'on mène par ce peint une normale à la surface et une normale à la génératrice , 
ces deux droites seront perpendiculaires l’une è l’antre. En effet, les cosinus des angles 
formés avec les demi-axes des coordonnées positives par la normale et la tangente en 
question seront proportionnels d’une part aux quantités 
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(G) P , 9 . — 1 , . . 

<le l'aulrc aux valeurs de dx , dy , ds 4irécs des équations (4)i et par conséquent 
aux quantités 

( 7 ) P. Q. n. 

t 

Donc, ptiisqiie le cosinus de l’angle compris entre les deux droites devra s’évanouir, \i 
somme des produits qu’on obtient en multipliant deux à deux les quantités (G) par les 
quantités (7) , savoir, 

Pp + Qq—B 

devra se réduire à zéro. En d’autres termes, la formule (5) devra être vérifiée. 

1." Exemple. Concevons que l'on demande l’équation aux différences partielles d’une 
surface cylindrique. Si l’on nomme a , p , y les angles formés par la génératrice avec 
les demi-axes des coordonnées positivé!, cette génératrice pourra être représentée par 
la formule (5) du § 1 , de laquelle on tirera 


(8) 


d* dy dt 

cosa cos^ cosy 


Or on conclura de la formule (8) , substituée é la formule (4) , et combinée avec l’équa- 
tion (1) , 

(9) . cosy = pcosa-f-9Cos^. 


Telle est l’équation aux différences partielles des surfaces cylindriques. Pour l’établir di- 
rectement, il suffirait d’exprimer que la normale menée par un point quelconque d’une 
surface cylindrique forme un angle droit avec l'une quelconque des génératrices de la 
surface. 

a.* Exemple. Concevons que l’on demande l’équation aux différences partielles d'une 
surface conique. Si l’on nomme x, , y, ,' z. les coordonnées du sommet , la généra- 
trice pourra être représentée par la formule (5) du $ 1 , de laquelle OU déduira encore la 
formule (8) , et par conséquent la suivante >* 

, . dx dy dt 

(irt) = — i_ = . 

^ y -y, t-e, 

ür on conclura de la formule (to) , substituée b la formule (4) > et combinée avec l’é- 
quation (1), 

III.* AMNéa. 5 
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(il) î — *.=p(a — ».)4-7(r-r«)- 

Telle esl l'équation anx dilTéreKiea parliellea dea aurfacea coniquea. Pour l'établir directe- 
ment , il audit d’exprimer que le plan |nngei(i à une aurfaco conique paaae toujoura par le 
sommet. En efiet , ai l’on nomme ( > >i > ( lea coordonnées courantes du plan langent 
mené k la surface par le point [x,y,z), on aura 

(la) s — ç = p(a — ?) + ?(/ — ") : 

et , si ce plan doit renfermer constamment le point {x, , y, , s.) , l’éqivtion (ta) en- 
traînera évidenment la formula (ii)> 

Dans le cas particulier où le sommet de la surface conique coïncide arec l’origine des 
coordonnées, la formule (ii) se réduit k 

(i3) t = px + fy. 

(ietle dernière équation est celle que fournit le théorème des fonctiona homogènes dans 
le cas où l’on suppose que la fonction des variables jx , y, désignée par a. est 
homogène et du premier degré. 

3.* Exemple. Concevons que l’on demande l’équation aux différences partielles d’une 
surface conoïde. Si cette surface a pour axe l’axe des a , la génératrice sera représentée 
par les équations ( 1 5) du ^ i , desquelles on tirera 



Or on conclura de ces dernières, substituées k la formule (4) , et combinées avec l’é- 
quation (■)*, , 

(i5) px^qy = o. 

Cette équation anx différeuces partiellea de la surface conoïde est précisément celle que 
fournit le théorème des*fonctions homùgènes , quand on suppose l’ordonnée a équi- 
valente k une fonction des variables x , y , homogène et d’un degré nul. On pourrait 
encore établir cette même équation en observant que, ai par le point (x,y,z) «on 
mène un plan langent k la surface conoïde , il renfermera la génératrice toute entière , 
et par conséquent le point d’intersection de la génératrice avec l’axe , c’est -k- dire , le 
point qni , sur cet axe , correspond k l’ordonnée : . En effet , si , dans l’équation (■ a) > 
on pose 
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S = o, •1 = 0, Ç = î, 

on se Irourera précisément ramené à la formule (i 5 ). 

Supposons maintenant que l’axe de la surface eoLoïde coïncide avec une droite menée 
par le point z.) • de manière è former, avec les demi-axes des coordonnées 

positives, les angles a, p , y. La génératrice pourra être représentée par les formules 
(ai) et (i8) du $ i, desquelles on tirera 

(16) ■ cosaàa -{-eoiptlj-^-cotydt = O , 

et '■ 

( 17 ) cotLdx-{-cosMdjr-\-co»lVtls = o. 

Si d'ailleurs on combine l’équation (17) avec la formule (19) du $ i, on trouvera 


(18) [(jr-/,)cO87-(s-S,)cOSp]rf*+[(s-»,)C08l-(»-*.)cOB7]rf/+[(a-J!,)0OS3-(jr-jr,)c0S*]rfr =0. 

Or on conclura des équations (i£) et (18) , substituées h la formule ( 4 ), et combinées 
avec l’équation (i) ,.i.* en éliaQMt la difliérentielle dz , 

(19) . (cos«-+-<»cot7)d«4-(co»P + 7*«87)rfjr = o , 


et 

t (y —y,)eoty — (x — s.) cosp [(si — s>.) cosp— (/ — /.)eosa] } itx 

(ao) ^ 

-1- j (s — s.) cosa — (* — «.) C0S7 +?[(» — *.) cosp — {j— y.) cos«] } dj' = o : 
a.* en éliminant les dilTérenticlles dx et , 


(7-y„)ces7-(i-«.)cosp-t-p{(g-ai.)cotp-(j'-j'.)cos«] 

Oosa-f/>oo>7 - • • 

(x-s.)cos«-(g-i»„)coS7-l-7[(si-ji.)cosp-(y-j'.) cosa] 
cosp-t-7COS7 

V * 

Telle est l’équation aux dilTérencss partielles de la surface conoïde. An reste , cette même 
équation peut être présentée sous une forme plus simple que nous allons faire connailre. 

Si l'on éUmine dz , 1.* entre les équations (16) et (17), a.* entre les équations (1) 

et (17), on trouvera 

(cosacoslV — cos 7 Cosi)d*-+- (cospeosiV — COS7COslf)dj' = 0» 
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et 


(cosL + pcosN)dx-\- (cosil/ + qcosIV)djr = o; 


pui< on eu conclura 


- . 


. cosicos/V - cosycost cos^cosiY-coiycosilf 

' ' CO)L+pCOsy C05.U+7C08iV 

D’ailleori, loi fracliona que renferment les deux membres de la formule (as) élaut 
légales, on obtiendra encore une fraction équivalente é chacune d’elles, si l’on divise la 
somme de leurs numérateurs |>ar la somme de leurs dénominateurs, après avoir multi- 
plié les deux termes de la première par cosz, et les deux termes de la seconde par 
cos, 9 , ou bien les deux termes de la première par x — x, , et les deux termes de 
la seconde par y — y,. Cela posé, on tirera de la formule (aa) , en ayant égard aux 
équations (17) et (i 8) du $ 1, 


COS'a+COS'P+COS’y (x- J,)C08a+ (j'-J'.)cosp+(t-So)c03y 

* ' pcosa+qcoip-coay p(x-x«) + y ( j' - 7 ’,) - (s-s„) 

ou , ce qui revient au même , 

(a4) ^(x-x„)+y(7r-jr.)-(t-j,) = (pcos»+7COS?-cosy)[(x-x,)co5a+(j'-y,)cos?+(»-f.)cosï)]. 

Telle est , sous la forme la plus simple , l’équation aux dilFércnces partielles de la sur- 
face conoide. J’ajouterai que, pour établir directement cotte équation, il sullirait de 
projeter la distance du point {x,,y,,x,) an point {x,y,z), 1.’ sur l’axe de la 

surface conoide , a.* sur la normale menée ï la surface par le point (x ,y,:), et d’ob • 
server que la seconde projection , devant être égale en longueur h la perpendiculaire 
abaisséo du point (x. , y, , t.) sur le plan tangent , a nécessairement pour mesure le 
produit de la première projection par le cosinus de l’angle aigu compris entre la nonnale 
et l'axe. 

Dans le cas particulier 0(1 l’on suppose a = -^, p = -^ , 7 = 0, x, = o,j'„ = o, 
= 0 , la formule (a 4 ) so réduit, comme on devait s’y attendre, à l’équation (iS). 

4.' Exemple. Concevons que l’on demande l’équation aux dilTérences partielles d’une 
surface de révolution. Si celle surface a pour axe l’axe de z , le cercle générateur 
sera représenté par les équations (a4) du § 1 , desquelles on tirera 


(v5) 


xdx+ydy-=o , dz = o. 
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Or on conolara de cet dernièret , tobditnéct à la formule (4 ) , et combinéet avec l'é- 
quation (i) , ' 



On arriverait ii la même concluaion, en obiervant que, dans l'hypolbèse admise la 
normale menée à la surface par un point quelconque z) doit toujours ren- 

contrer l’axe des a , et qu’en conséquence la projection de la normale sur le plan 
des X , y doit passer par l’origine. En eflet , si l'on nomme f , a . les coordon- 
nées courantes de la normale , cette droite sera représentée par la formule 


(»7) 



et, pour que sa projection sur le plan des x, y 
l’équation 


(* 8 ) 


t- J a-r 

P ~ 9 


passe par l’origine, il sufiira que 


soit vérifiée par des valeurs nulles de ( et de a. En d’autres termes, il sulfira 

que Ton ait ^ , ou , ce qui revient an même , ~ ~ , 

P 9 ^ y 

Supposons maintenant que l’axe de révolution coïncide avec une droite menée par le 
point (Xi,,y,,t,), de manière à former, avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives , les angles Z, P, y. Le cercle générateur pourra être représenté par les formules 
(tfi) du § 1, desquelles on tirera 

(»9) — t,)df = o, cosa</x-j-ooi?dy-j-cosyrft = O , 

et par suite 

dx dy dt 

(/-J’o)cos7-(s-s,)cosp (*-s,)tos«-(»-a,)cosy “ (x-x.jcos^-fj'-jr.jcosa ' 

Or on conclura de la formule (3o) , substituée à la formule (4) , et combinée avec l’é- 
quation (i) , 

(3') e[(r-j'.)®®»7-(****)®»sp]+7[(s-s,)cosa-(*-x,)cos7] = (x-x.)cosp-(7-/,)oos«. 
Telle est l’équation aux dilTérenccs partielles des surfaces de révolution. On pourrait 


(•58 ) 


encore établir cette équation , en exprimant que la normaJe menée b une aemblable tur- 
face par un point quelconque (x , y, a) rencontre toujoun l’axe de rérolotion. En 
effet , ai l’on nomme ( , n , lea coordonnéei courantea de cet axe , on aura 


(3») 


t 


i 

t-<r. _ a -y» t-t» 

cota ooip 00*7 


D’ailleurs, pour que la normale rencontre l’axe, il suffit qne les formules (07) , (5s) 
puissent être vérifiées simultanément par un système particulier de râleurs de {,«,<;• 
Or , si l’on substitue , dans la dernière formule , les râleurs de f , a , tirées de la 
première, on trouvera 


J- y + 

C 088 COS^ COS7 


(j*jra)(cos^+çc087)- (y -yft)(co8 COS7) + cQgp^ycosa) 

O 

et par suite on obtiendra l'équation ^ 

(53) (j:-a.)(co8p4-7C087)-(7-7.)(cos« + pC057)4-(î-io)(pcotp-7C05i)=o, 

qui coïncide évidemment arec la formule (3i). 

Dans le cas particulier où l’on sujtpose a=-^, p = , ■/ = 0 , x, = 0, 

j, = o , z. = o , la formule (3i) on (35) se réduit, comme on devait s’j attendre , 
è l’équation (s6). 

Si l’on faisait mouvoir dans l’espace non plus la ligne que déterminent les équations (3) 
du S 1 , mais celle que déterminent les formules (3o) du même paragraphe , la suaface 
engeodree par le mouvement de cette ligne pourrait encore être représentée par nne ou 
plusieurs équations aux différences partielles, qui ne renfermeraient pas les fonctiona 
arbitraires r • X • '!' > etc Seulement ces équations aux différences partielles se- 

raient en général d’un ordro.supérieur au premier. Ajoutons que, pour les obtenir , il 
•suffirait de considérer, dans les équations (3o) du ^ 1, z et 0 comme des fonctions 
des variables indépendantes x , y , puis d’éliminer les quantités 


_dQ_ _rf0 rf’C d‘Q 

’ dx ’ dy ' dx' ’ dxdy ’ dy‘ ’ 


(54) 


etc... 


m) 


I f(C). 

(35) . rz(0). 

\ etc 

entre let équatiom (So) et cellet qu* 0 D en déduit par des différenciations relatives soit k 
la variable x, soit k la variable y. Supposons, pour fixer les idées, que l'on dé- 
signe par m le nombre des fonctions arbitraires 

(36) r(e), x(G). +(G), «to-, 

et par n un nombre entier quelconque. Si des séries (34) et (35) on exclut colles des 
dérivées partielles de 0, et celles des dérivées de v(0), x(C)i 'l'(0)i 
l’ordre est supérieur k n , le nombre do termes de la série (34) so réduira simplement 
au produit 

(■+i)(a+») 

$ 

% 

et le nombre des termes compris dans les séries (35) , k 

(n+ i)m . 

D'autre part, si l’on joint aux équations (3o) do g l, leurs dérivées d'un ordre inférieur 
ou égal k n , on obtiendra en tout 

(n4-i)(n + a) 

équations; et l’on pourra, entre ces dernières, éliminer les différents termes compris 
dans les séries (34) et (35) , dès que le produit (n + >) («s -4- a) surpassera la somme 

^ (n -|- I ) m ,. ou , ce qui revient au mémo , dès que le nombre i 

surpassera le nombre m. Or, celte condition sera remplie , si l’on prend >s=a>n — i, 
et alors l’élimination produira m équations aux différences partielles qtû appartiendront 
toutes k la surface ci-dessus mentionnée. 

Lorsque les équations (5o) du g i renferment une seule fonction arbitraire f(0)> 
et se réduisent k 

( 37 ) A®>7>»»©»?(G)] = o, .f[»>J'.*>0.T(G)]=*®r 


f'(0). 
X'(G) . 


f '(0) . 
Z'(0). 


eto... , 
etc.... 
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en joifcnant à chacune de ce* équation* *e* deux dérirée* partielle* du premier ordre , 
nn obtient en tout six équations entre les. quantité* 


X , y,'i. 





dx ‘ <ly ’ 


fie), f'ic). 


et l’élimination de* cinq dernières de ce* quantité* , entre les six équation* dont il s'agit , 
produit , cohimo on devait s’y attendre , une équation aux différence* partielle* du pre- 
mier ordre entre les variables indépendante* a! , y et l'ordonnée . * coiuidérée 
comme fonction de ce* variables. 

Lorsque les équations (3o) du § i renferment deux fonctions arbitraires v(C) , x(0 > 
et se réduisent A 


-(38) = o » F[-*>y.*.G.Ÿ(G)>x(C)] = o, 


en joignant A chacunc-dc ces équations ses dérivées partielles du premier et même du 
second ordre, on n’obtient en tout que douze équations entre lesquelles il n’est pas pos- 
sible d’éliminer, du moins en général, les douze quantités 




(»9) ^ 


dÇ 

dy 


d'Q 

dx' 


rf’G 


rf’G 


dxdy dy' 


. fie). ?'(G). ?'(G). z(G). z'(Gl, x'(G 


Mais , en s’élevant jusqu’aux dérivées du troisième ordre, on obtiendra en tout vingt 
équation* entre lesquelles on pourra éliminer les quantités (3g) avec les suivantes 


(4") 


rf^G rf’G rf»G 

dx^ ’ dx'dy ’ dxdy' ’ rfy’ 


î"'(€) , 


z"'(G) . 


et l’élimination produira deux équations aux différences partielles du troisième ordre 
entre les variables indépendantes x', y et la variable principale 

Il est bon d’observer que, dans certains cas, l’ordre des équations aux différences 
partielles produites par l’élimination des quantités (34) et (35) entre les formules (3o) 
(lu $ 1 et leurs dérivées successives, peut s’abaisser considérablement. Supposons^ par 
exemple, que ces formules renferment trois fonctions arbitraires ?(G) > z(G) , ')'(G). 
Comme on aura , dans celte hypothèse , m = 3, am — i=£:â, il faudra générale- 
ment, pour effectuer l'élimination des quantités (34), (35), s’élever jusqu'aux dérivées 
du cinquième ordre , et celte élimination produira trois équations aux différences par- 
tielles du cinquième ordre entre x , r et z. Mais , si l’on établit entre les fonctions 
t(G) . z(G) . KG) les relations , _ 
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z(C) = /(£), .i(C) = ?'(£). 


ou , eo d’autroi lermei , si les formules (5o) du § use réduisent à 

, . . 1 . ^ 

(4.) /■f*-j'.»,T(C).T'(G).f'(£)] = ‘'- ».?(£).?'(£).?'(£)] = »• 


alors, en joignant il cos formules leurs dérivées du premier et du second ordre, on ob- 
tiendra en tout douze équations entre lesquelles on pourra éliminer les onze quantités 


(4a) G. 


rfÇ àQ d'Q 

dx ’ dy ’ dx* ‘ 


d'Q 

dxdy 


dy' ’ 


r(0). ?'(£). ?'(G).»'"(G).t”(G). 


et l'élimination produira une seule équation aux diiférences partielles du second ordre 
entre les variables indépendantes x , y et la rariablo principale z , Donc la sur- 
face engendrée par la ligne que représentent les formules (4>)> aéra représentée elle- 
même par une équation aux différences partielles du second ordre , qui ne renfermera 
plus la fonction ? , ni ses dérivées. Parmi les surfaces de celte nature , on peut re- 
marquer celle qui aurait popr génératrice la normale principale d’une courbe è double 
courbure , dont les équations seraient de la forme 


(43) j' = f(ai), s = t(æ), 

f {x) désignant une fonction donnée , et r (z) une fonction arbitraire. 

Considérons encore la surface développable qui aurait pour génératrices les diverses 
tangentes que l’on peut mener à une courbe à double courbure. Si l’on représente par 

(44) * = t(»)» z = z(0 


la courbe dont il s’agit; la droite qui touchera cette courbe au pomt dont les coordon- 
nées seront 

(45) « = G. * = ?(€). j’ = z(G). 


pourra*être représentée par la formule 


(46) 


»-t(G) .. z-z(G) 
t'(G) z'(G) 



Donc , pour obtenir l’équation finie de la surface développible engendrée par cette droite , 
il suffira d’éliminer la constante arbitraire G entre les deux équations comprises dans 
IlI.'Annàa. ® 


I 
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la formule (4ll)- Au resle. celle élimination ne peul êlre eflecluée qu’aprèa la délerini- 
nalion des fondions arbilraires ÿ(0) .*‘x(C) • desquelles dépend la conslruclion de 
la surface. 


f 

Soient maiolenanl p, q , r «aleurs des dérivées parlielles 


dt dt d't d't d'i 

dx ' dy ’ (/*’ ' dxdy ' dy‘ ’ 

que fournit l'équation de la surface développable , après une ou deux différeuciations re- 
latives aux variables indépcodautes x , y. La formule (i) devra être vérifiée par les 
valeurs de dx , dy , dt tirées de la formule (46): et, comme celle-ci donnera 


(47) 


d» <y_ _ J, 

t'(£) ~ z'(G) “ 


ou , ce qui revient au même , 


(4«) 


dx 

a-v(C) 


on trouvera définitivement 


J'-Z(£) 


dt 

77g/ 


(49) >=m'(C)+?x'(G), 

et 

{5») ‘-G=/»[*-ÿ(£)] + ?[7-z(G)]. 


Donc l’équation (5o) appartiendra encore b la surface développable , si l'on y regarde 
0 comme une- quantité variable déterminée par l’équation (49)- Or, dans ce cas , si l’on 
dilTércncio l’équation (5o), I.* par rapport b x, a.* par rapport à y, les cocfHcients 




seront égaux dans les deux membres , et l'on aura par suite 


0 = rIx-î(G)H-s[7_z(G)]. 
0 = i[iE — ?(0)] + ([y — x(G)] ; 


puis l’on en conclura , en éliminant la quantité 0 , 


(Sa) rl — t'. 

Ainsi, quoique les équations de la génératrice d’une surface développable renferment deux 
fonctions arbilraires et leurs dérivées du premier ordre , cette surface peul être repré- 
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tenléo par uoe équation aux düTérencea partielles qui ne contienne plus de fonctions ar- 
bitraires , et qui soit du second ordre seulement. 



§ 3. Sur le* direetriee» de* *urface* engindrée* par le mouvement de* ligne*. 

Lorsqu’une surface est engendrée par lo mouvement d’une ligne droite ou courbe, 
dont les équations renferment une fonction arbitraire, un peut déterminer celte fonction 
de manière que la surface passe par une ligne donnée qui s’appelle alors directrice. On 
y parvient en eflet do la manière suivante. 

Supposons toujours la génératrice représentée par les équations (3) du $ i, c'est-è- 
dire , par les formules 

(>) » = €» ® = f(G). 

dans lesquelles v, to désignent doux fonctions déterminées de x, y, et f(0) 
une fonction arbitraire du parcmètre 0. Soient d’ailleurs 

(») *) = o. F(*.y. *) = “• 

les équations do la directrice, ou, ec qui revient au même, les équations de deux sur- 
faces qui la renferment. Pour déterminer la nature de la fonction f , il suffira d’as- 
sujettir chaque génératrice è passer par un point do la courbe (s). Donc la fonction f 
devra être choisie de manière que les formules (i) et (s) soient vérifiées simultanément 
par un système unique de valeur* do x, jr, i. Par conséquent, la valeur de v(G) 
se déduira de l’équation produite par l’élimination des coordonnées x, y, z entre 
les formules dont il s’agit. La nature de la fonction y(G) étant ainsi déterminée, 
l’équation (4) du § I , savoir , 

(3) œ=f(ii) 

ne renfermera plus rien d’arbitraire , cl l’on pourra construire la surface que colle équa- 
tion représente. 

Si l’on voulait déterminer la fonction y comprise dans les formules (i), de monière 
que la surface (3) fût circonscrite à une surface donnée , il faudrait chercher d’abord 
les équations de la ligne de contact des deux surfaces, et l’on pourrait ensuite opérer, 
comme on vient de le dire , en prenant pour directrice la ligne dont il s’agit. Or soit 

(4) U = O 
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réqiiation de la surface donnée, u désignant une fonction connue de x, jr , 

La normale , menée é celte surface par un point quelconque (x, j, s) de la ligne de 
contact, formera, avec les demi-axes des coordonnées positives, des anglès dont les co- 
sinus seront proportionnels aux<^érivf es partielles 

du du du 

' rf* ' dj ’ di ' 


tandis que la tangente, menée par le même point b la génératrice de In surface (5) , for- 
mera , arec les memes demi-axes, des angles dont les cosinus seront prupurtioiiiiels aux 
valeurs de 


(» 5 ) 


P, Q. R. 


que fournissent les équations (5) du § a. D’ailleurs, comme la tangente et la normale 
dont il est ici question sont toujours perpendiculaires l’une b l’autre , le cosinus de l’angle 
compris entre ces deux droites se réduira nécessairement b xéro. Donc, si l’on multiplie 
deux b deux les quantités (5) par les quantités (G) , la somme des produits sera nulle , 
et l’on trouvera 


(7) 




On arriverait b la même conclusion en observant que , pour chaque point de la courbe 
de contact do la surface donnée et de la surface (3) , les normales b ces deux surfaces 
doivent se confondre, cl qu’en conséquence les quantités (5) doivent être proportion- 
nelles aux cosinus des angles formés par la normale b la surface (5) avec les demi-axes 
des coordonnées positives, ou, ce qui revient au même, aux quantités 


( 8 ) 


P , <1 . — 1 , 


/) et 9 désignant les valeurs de ~ et — ^ tirées de l’équation (3). Eu ellèt , si , 

ax dy 

après avoir posé la formule 


(9) 


P 

H 

- 1 

l—\ 

(du\ 

fj»\ 


W/ j 

\d,) 




on substitue les valeurs de 9 déterminées pur cette forinule dans l’équation aux 
dilTércnces partielles de la surface (3), c’est-b-dire , dans l’équation (5) du § 11 , on re- 
trouvera l’équation ( 7 ). 

L’équation ( 7 ) devant être vérifiée, en même temps que l’équation (4) , pour tous les 
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points do la ligne de contact , les deux équations réunies sufllront pour représenter cette .1 

même ligne, qui, dans Thypothèse admise, deviendra la directrice de la surface ( 3 ). 

Quoique les méthodes ci-dessus indiquées conduisent é des solutions fort simples des 
questions que couscous étions proposées, on pet^ 'ijtplifîer encore les calculs qu’exige 
l'emploi de ces méthodes. On y parviendra elTec'.ivemeut & l'aide des considérations 
suivantes. 

Concevons que l’on demande l'équation de la surface qui a pour génératrice la ligne 
représentée par les formules (j) , et pour directrice la ligne représentée par les formules 
(x). Ün pourra continuer à se servir des lettres x , jr , t pour désigner les coordou- 
nées courantes de la directrice, et employer de nouvelles lettres f , >1 , ( pour désigner 
les coordonnées courantes de la génératrice menée par le point (x , ^ , z). Cela posé , 
si l’on nomme F et fF ce que deviennent les quantités r et in quand on y rem-' 
place X , y , Z par €,•!.!;, les équations de la génératrice deviendront - 

(10) • F =zv , fF = w , 

' r 

tandis que la directrice sera toujours représentée par les formules (x). Or, si l’on élimine 
X, y et Z entre les formules (a) et (io),ou obtiendra une équation qui renfermera 
les seules coordonnées $ , a , C , et qui sera vérifiée pour un point quelconque de l’une 
quelconque des génératrices. Donc cette équation sera précisément celle de la surface 
cl-dessus mentionnée. 

De même , si l’on nomme ( , a , $ les coordonnées courantes d’une surface , en- 
gendrée par la ligne que représentent les formules (1) , et circonscrite & une autre sur- 
face qui serait représentée par la formule (4) , il suffira, pour trouver l’équation à la- 
quelle doivent satisfaire les coordonnées i , a , ; , d’éliminer x , y , z entre les 
formules (4) , (7) et (to). 

Il est bon d’observer qu’aux équations (10) on pourrait substituer un système quel- 
conque de deux équations qui seraient propres à représenter la génératrice menée par 
le point (x, y, :) de la directrice, les coordonnées courantes de la génératrice étant 
toujours désignées par les trois lettres a‘> (• < , 

Appliquons maintenant les principes que nous venons d’établir è quelques exemples. 

i." Exemple. Proposonsrnous d’abord de faire passer par une directrice donnée une 
surface cylindrique dont la génératrice furme , avec les demi-axes des x , ^ et z po- 
sitives , les angles ..a , ? , y. Les coordonnées ? , a , ç de la génératrice menée par 
le point ^ (x , y, z) de la directrice vérifieront les deux équations comprises dans la 
formule 
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coja cosS COS7 

Donc, si, eulrc celle formule e^es Quations de la diroclrice, on élimine x , j-, z , 
l’équalion résullautu, qui renferme^fnlvuieat ï, », Ç, sera pVécisément celle de 
la surface cylindrique. " 

ConcevoDS à présent que la directrice soit une courbe plane. Désignons par t la 
longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan do cette même conrbe , 
et par )i , fi , y les angles que forme cctie perpendiculaire arec les demi - axes des 
coordonnées positives. Enfin nommons i l’angle compris entre la perpendiculaire en 
qneslion el la génératrice do la surface cylindrique , en sorte qu’on ait 

(la) cos J = cosacos)i+ cos^cosg -J- cosycosv . 

Les équations de la directrice seront de la forme 

(i3) xcos)i-|-^cosp-|-ccosy , F(x,y,t) = o. 

Cela posé, on tirera de la formule (11) combinée arec la première des formules (i 5 ) 

, „ ?-g »-.y t-r (i-j)cosX+(»-j-)cosjt+(!:-r)cos» Çcosl+»coSf»+t:cos>-* 

COSI COS^ COS7 eO 3 »C 0 SX + COSpCOSfl + CO87COSV cosi . ’ 

el par suite 


x = i — 

CO*a 

costî 


C05S 

7 = 1 — 

COS^ 

_ 

COS 7 

cos J 


puis , en substituant les valeurs précédentes de x,j,z dans la seconde des formules 

(1 5 ) , on obtiendra l’équation de la surface cylindrique, savoir, 

(16) Fj^ï--^(5co»l+»co8(i+Çeo8»-é-), »-^-^(|cosX+ctc.-^), ç--^^(ïcosX+etc.-A:)]=o. 

Lorsque le plan de la directrice coïncide avec le plan de» x , y , elle peut cire re- 
présentée par deux équations de lu forme 
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{»7) 


( 47 ) 

t = o, F(x,f) = o; 


et i’équ3tion de la surface cjliodrique, c’cst ii-dfre . J[’équaliun produite par l’élimina- 


tion do X , y , Z entre les formules (l t) et se réduit il 


(. 8 ) 


P f tcosy-tcos» ncosy-Ccos^ \ ^ 

\ COS7 ’ oosy / 


Concefoos, pour fixer les idées, quêta directrice soit une ellipse comprise dans le plan 
des ’x, jr, et représentée par la formule 

»’ T* 

09) ^ + F = '- 

L’équation (18) deviendra 

(ao) (tco2, T-C oo««) : ^ (acosy-Ceosp)» 

Supposons maintenant que la surfiice cylindrique 'doive être circonscrite à une autre 
surface représentée par l’équation (4). Comme, en chaque point de la courbe de contact 
des deux surfaces, la génératrice de la première et la normale à la seconde se cou- 
peront à angles droits , les coordonnées X, J, Z de cette courbe vérifieront évidem- 
ment les deux équations 


(••) 


da 


du 


du 


Ur= O , rfi" X" *)■ X ® • 


dt 


dont la seconde aurait pu être immédiatement déduite do la formule (7). Cela posé, pour 
obtenir l’équation do la surface cylindrique , il œ restera plus qu’à éliminer z , y , : , 
entre les formules (11) et (ai). 

Concevons en particulier que la surface cylindrique doive être circonscrite è un elli- 
psoïde construit avec les demi-axes a , b , e , et représenté par l’équation 


(as) 


a' V* s* 

— + — 4- — : 

^ 4» ^ f» 


La seconde des formules (ai), réduite b 
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(«5) — cos* + coft? + — C 087 ü , 

fl* O* ^ c* 

reprtïsentera un plan passant et qui coupera l’ellipsoïde suirant la courbe 

do contact des deux surfaces. De plits, on trouvera, en combinant la formule (aS) avec 
les formules (i i] , 

I yCa-y) 1 _ 

n* c’ ~ 


(*4) 

puis, en ayant égard à l'équation (as), 
(s5) 


fi + n + ü^,. 

a* i‘ ^ c* 


EnGu , si l’on désigne par aff' celui des diamètres de l’ellipsoïde qui sera parallèle aux 
génératrices du cylindre , on aura évidemment 


(aC) 


cos’ a , cos’ P , cos ' 7 

~ • F’ ' ~ 


fl’ ’ 


attendu que l’équation (a a) devra être vérifiée, quand on y supposera 
(ay) oi = flcosa, j' = flcosp, f = Jicosy. 

Cela posé, on tirera des formules (i i) , combinées avec les formules (a3), (aS) et (a6) , 


(-X i-y Ç-s 


cosa COS^ COS7 


, COSa , , cosS „ , CO57 

’’ a’ 4 ’ c‘ J, /Scosa ^ liCosp ^ geos/'j 

cos’a cos'P COS’y \ a’ é’ c’ / 




fl» 6* c* 


Çco?ot UCOS^ ^ ÇCO 57 


fl» 


6» 


<•» 


Çcosa «co»p Çcosv 

û» ’ r* 


ol par conséquent 

.(,8) H + ^ + + + 

' ' a’ ^ 4’ ^ c’ \ a’ ' 4’ ~ c’ y 

Telle est l’équation de la stfrface cylindrique circonscrite à l’ellipsoïde. 
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( 49 ) 

Celte dernière équalion peut encore être priicntdc sous une iiulro forme irèt-siinple, 
el que nous allons faire connallre. . 

Si , par l'extrémilé du rayon R , c'est-à-dire^, par rextrémilé du point {x , y , z) 
que déterminent les formules ( 27 ), on mène l.iu tangent à l’ellipsoïde , et si l’un 
nomme X , y , Z les coordonnées courantes de ce plan , on aura 


(aq) ±(X~x)+j^(y~y)+--^{Z-z) = o. 

ou, ce qui revient au même , 



puis on en conclura , en ayant égard aux formules (sy) , 


(5o) 


• Xcoix 


ycosp 

b‘ 


+ 


Z cos 7 ' > 

~T‘ T ■ 


a 


Concevons à présent qu’une droite soit menée du centre de i’ellipsoîde'è un point 
choisi arbitrairement sur la surface do cylindre circonscrit. Cette droite coupera l’elli- 
psoïde et le plan tangent en deux nouveaux points dont les coordonnées x , y, z et 
X , y, Z vériDeront les formules (aa) et (5o). De plus, si l’on désigne par r, s, ( 
les longueurs mesurées sur cette droite , è partir du centre de l’ellipsoïde ,* el qui abou- 
tissent aux trois points correspondants (x, y, z) , (f , a , C) , {X, y, Z), on aura évi - 
demment 

(3i) s=ji. 

(5a) ,, X=—i. yzz=—^, ZzzzS-ü. 

t t i 

Par. suite , les équations (aa) et (3o) donneront 


(53) 



/ï/x _/?cos» acosp' ÏCOS7 \ I 

(34) 

III.* AKXéE. 


7 
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( 50 ) 

Or on tirera des formales {>récédenies , combinées arec l’équation (aS) , 


ou, ce qui revient ad même, 
(35) 



Telle est la forme la plus simple que puisse recevoir l’équation (a8). Supposons mainte" 
nant que, par le point et par le rayon /I, on fasse passer un plan. Ce plan, 

qui coupera l’ellipsoïde suivant une ellipse, donnera pour sections , dans la surface cylin- 
drique et le plan tangent, deux tangentes conjuguées de cette ellipse. De plus, il est 
clair que les extrémités des trois longueurs désignées par r , s , ( seront situées sur 
l’ellipse et sur les deux tangentes conjuguées. Donc l’équation (35) entraîne la proposi- 
tion suivante. ’ 

1 .” TiiioaÊKE. Si, aprit avoir tracé duru une etlipse un rayon quelconque r , on 
diviee sucaeuivement Curiilè par le carré de ce rayon, et par te carré de chacune des 
deux diitanett s , t , qui séparent le centre des points où te rayon prolongé ren- 
contre deux tangentes conjuguées , le premier quotient sera équivalent à ta somme des 
deux autres. 

Si l’on voulait démontrer directement ce théorème , duquel on peut déduire l'équation 
(s8), il suffirait de projeter l’ellipse sur mi plan passant par le petit axe, et formant avec 
la grand axe un angle r qui aurait pour cosinus le rapport du petit uxc au grand 
axe. Alors en efiet l'ellipse et les deux tangentes conjuguées donneraient pour projec- 
tions un cercle dont le rayon serait rcosv , et deux tangentes menées à ce cercle par 
les extrémités d’un arc égal au quart de la circonférence. Il est aisé d’en conclure que 
les projections des longueurs s et ( , savoir, 


SCOST, feOST, 


seraient équivalentes 5 deux produits résultants de la multiplication du rayon du cerc|r 
par la sécante et par la cosécante d’un même angin. Donc , en désignant par i cet 
angle, on aurait 


J co s T 
rcoST 


s 

r 


= séc4 , 


I COS T 
rcoST 


I 

r 


= coséc 9 , 


et par suite 



= cos’ 4 -+- siu ‘ 9 = 1 . 


Or cette dernière équation coïncide évidemment avec l.i ruriuulc (35'}. 
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Lo^que le» coDsUntM a, b, c, B dcvicnnunl égale* entre elle*, l’ellipioîdo m 
réduit à une tphère , et l'équation (a8) peut s’écrire comme il suit : 

4» -K 

(36) Ç* — (Çc08a^-«c0isp^ ÇCOS 7 )’ =: R*, 

. ' 

Le premier membre de<la formule précédente n’est autre chose que le carré de la per- 
pendiculaire abaissée du point (f, n, C) sur la droite menée par l’origine parallèlle- 
ment aux génératrices du cylindre circonscrit 6 la sphère. Donc cette formule exprime 
que la perpendiculaire dont il s’agit est égale au rayon de la sphère ; ce qui est éridem- 
q^nt exact. 

Si h l'ellipsoïde que nous avons considéré ci-dessus on substituait un hyperboloide h 
une ou è deux nappes représenté par l’équation 


(57) 



ou par {a suivante 


(58) 



« 


il est clair que l’équation de la surface cylindrique , circonscrite è cct hyperboloide , 
serait, dans le premier cas, 




(39) 



et, dans le second cas. 


(4o) 





S 


B 


1 {cos* 

ncos^ 

(00*7 



r* 


f {COSa , 

ecoip 

(COS7 ' 

l *■ ■' 




Dans l’un et l’autre cas , la courbe de contact de l’hyperboloide et de la surface cylin- 
drique serait plane , et son plan serait représenté par l’équation 

,, , xeosa TCOsS scosv 

(40 — . U = o. 

Quant au premier théorème , il te trouverait remplacé par une proposition relative è deux 
hyperboles conjuguées *, et que l’on peut énoncer comme il suit. 


* Haas dSaignoDi wairie oon i’ifftrMa cmjmgtiu dcai bjpcibolu <|ai ool le mtine centre , les mSBce 
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( ) 

â.* ThI’OAÊiie. Supposons qn’aprèi avoir tracé dans un plan deux hjrperbofcs , un lUène 
îi ces hyperboles des tangentes conjuguées, c’est-à-dire , telles que les points de conluct 
soient situés sur deux diamètres conjugués. Concevons de plus que du centre commun 
lies deux hyperboles on mèru à C tsist^jj^^es un rayon r, et que Con divise l’unité 
I,* par le carré du rayon r , si’ par le carré de chacune des deux distances s , t 
qui séparent le centre des points oh le roj-on r rencontre les tangentes conjuguées. 
f,e premier quotient sera équivalent à la différence des deux autres , et Con aura 


( 4 *) 


pourvu que la longueur s soit celle qu’intereeple une des tangentes de Chyperbole ét 
laquelle appartient le rayon r. • 

Suppoions encore que l'on demanile la surface cylindrique circnnsciite au paral>«- 
loïde elliptique qoi serait représenté par l’équation 

( 43 )" fl + f 

' a’ ^ b’ c 

Alors, au lieu des formules (s3) et (a5) , un obtiendra les deux suivantes 


( 44 ) 

( 45 ) 


— cosot 4- — cosS = — cos-/ , 

I ' A» ' r 


££ , 22 i. A . 

a’ A* e c ’ 


puis on tirera de ces dernières, combinées avec In formidu (ii). 


l-oî e-y 4-» 


COSX COS^ cos 7 
et par conséquent 


feosa ncos^ cos-/ 
a* A* e 

cos* a cos’ P 

a’ ^ T’ 


114. IL _ ,i. 

O’ A* e 
Çoosa ncosp cosy 

a’ ^ A’ e 


tejrmplote* et lé** même» tvec celtv différence que t'aie réel d« le première e«l perp«o<licula«re » l'eu' 
réel de la •econde. { Voteiy à ce injet , lea Leçons sor les appUcatioDs du Calcul iofinilésimal à la Oeom<‘lrk* , 
pages ajS el fuirantr*). 
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( 55 ) 


(46) 


‘ A» /? 


( ^cosa ^ dcos^ CQsy\* 

"fl * "’■■*' ~P 7~ J 


COS’Jl cos'S 
1 L. 

i' 


Si , au lieu d’un paroLoloïde elliptique , on conaidérait un parabuloïde hyperbolique re- 
prdaeutd par la formule ^ 


(47) 


»’ y* i 

7^ ~ * T ’ 


l’équation de la aurface eyliadrique circonicrite deviendrait évidemment 
(48) 


a* 


*• 


1 icosa ncosp 

C05 7 \ “ 

V a* h* 

. ‘ 1 ' 


.'r 


cos • « cos • P 


Il est bon d’observer que, dans les formules (46) et (48). les binômes 
cos** , cos'p cos’« cos’p 

â* ' î* ’ â’ î» ’ 


ont pour valeurs numériques les quotients qu’on obtient en divisant l’unité par le* 
carrés des rayons qui forment des angles * , ^ avec les demi-axes des x et po- 
sitives , dans l’ellipse et l’hyperbole représentées par les équations 



Supposons enfin que l’on demande la surface cylindrique circonscrite é une surface 
du second degré représentée par l’équation 

(49) -J- afxy a G x -|- i éfy a/t = K . 

« 

Alors les formules (a3) et (aô) devront être remplacées par les deux suivantes 

(50) (i<*+fy+£s+G)cosa-s{f’x-l-'3ïy + + ff)cosp + (J?x-sCy + C» + /)cos7 = O , 

(51) (jéx+F)r + Et + G}(-h(Fx+Bj' + Dt+ff)yi + (£x+Py+Ct + J)^+Gx-t-Jfjr-t-Et = K , 
dont la première représentera toujours le plan de la courbe de contact des deux siirfacesi 
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( 54 ) 

et, en combinanl cet forroiilM avec la formule (ii) , oo Irooven pour l’équation de la 
turface cylindrique demandée 

! AV + Br)’ + CV + ihr,ii + iiE<ii + ^Fii, + 2GU-aUyi-^an — K = 

[(J^■^Fv + Eti + G)c(^ix+{F^+B<l■^■DZ + H)co^^ + (El^+D7,+Cl^■^■I)co»i]• • 

A cos’a+/}co»*p + Cco5*7+a/)cospco>7+a£co»ycot«+af coaaco»^ 

3.* lixcmplf. Propoiona-notis de fairo pasaer par une directrice donnée une aurface 
conique dont le sommet coïncide avec le point qui répond aux coordonnées x, , jr,, a, . 
Les coordonnées | , c . ( de la génératrice menée par le point (x,y, z) de la di- 
rectrice vérifieront les deux équations comprises dans la formule 


(53) 


Ç-J n-y î-i 



ou , ce qui revient au même , dans la suivante . 


( 54 ) = 

x-x, y -y, t-i, 

• . 

Donc, si entre l'une de ces formules et les équations de la directrice on élimine x , 
y,t, l’équation résultante, qui renfermera seulement ( , s , i; , sera précisément 
celle de la surface conique. 

Lorsque la directrice est une courbe plane représentée par les équations 

(55) Am-^By-\-Ci = K , F(x,j',s) = o, 


on tire de cet équations , combinées arec la formule (54) . 


(56) 
et par suite 


S -a» n-y, __ ;-s. _ ..^(S- J.)-f B(n-y.) + C(i;-i.) 


( 5 -) 


X-X, y-y, t-t, 

x = x, — [i-x.)- 


K-{Ax, + By, + Cs.) 

Ax,+By,-t-Ct,- K 

^(«-*.)+B(.i-r.)+c(!:-*.) ’ 

Ax,4By,+Cf,-K 

A(£-x,)+B{ti-y,)+C{%-t,) 

Ax,+ By, + Ct,- K 

A(i-x,) + B{n-y,)-i-C(<i-t,) 
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( 55 ) 

pui» , en subuilaant Im râleurs précMentet de x , y , t dans la seconde des formoles 
(55) , on Ironre pour l’équation de la surface conique 


/rovof /r V jia. + By, + Ct,-R yTe.+elc. /fî„+c!c. -i 

( 58 ) F[x.-( 5 -a>.) 

Lorsqtfe la directrice est comprise dans le plan des x , y, et représentée par les 
formules (< 7) • l’équation de la surface conique se réduit & 


yfir,+elc. 


/fza+ctc. 


(& 9 ) 


-çr7r“]=‘’’ 


Concerons, pour fixer les idées , que la directrice soit une ellipse comprise dans le plan 
des X , y, et représentée par lu formule (19). L’équation ( 5 g) deviendra 


(60) 


(*.t- r.S) 


»»^)* I 


Supposons maintenant que la surface conique doive être circonscrite à une autre sur- 
face représentée par l’équation ( 4 )- Comme, en chaque point de la courbe de contact 
des deux surfaces , la génératrice de la première et la normale à la seconde se couperont 
à angles droits, les coordonnées x, y, z de cette courbe vérifieront évidemment 
les deux équations 


(61) 


« = o, ^(as — *.)+ ^(7— >).+ ^ (* — î.) = o. 


dx 


dont la seconde aurait pu être immédiatement déduite de la formule (7). Cela posé , pour 
obtenir l’équation do la -surface conique, il ne restera plus qu’à éliminer x, y, : 
entre les formules ( 53 ) et (61). 

Concevons en particulier que la surface conique doive être circonscrite 5 un ellipsoïde 
construit avec les demi-axes a , b , e , et représenté par l'équaticn (as). La sccoodr 
des formules (61) deviendra 


(6a) 


*(*-*„) , /(r-r») . »(‘-*o) __ 

7 ‘ ' 7 ' °’ 


et, en la combinant avec l’équation (ta) , 00 obtiendra la suivantu 


( 63 ) 


x.x , J,y . ».» _ 

a» r* 


I . < 
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( 56 ) 

c’csl-à-dirc i’éqiuUon d’un plan qui coupera l'ellipaoïde auiraul la courbe du Gonlact 
des deux surfaces. Do plus rùqualioii (6a), réunie la forniulo (53) , eulraluera l'équa- 
lion (a4) et par conséqueul l'équalion (aô). Cela posé, on tirera de la formule (53), 
comliinéc avec les formules (aa), (a^ et (63), 


l-x n-jr i;-s 


( 5 -*) 7T +(’’-/) *T + ('-*) TV + 


h* 


Jo-y ««-s 


(ar.-x)- + (j,-7)-+(z,-0- 

V 


(ï-®)^+Kr)-^+(Ç-.-)-^ 1 


à* 


(x„-ar) — + (j^.-j)~ +(*,-*)— — 1 


cl par suite . . 

C>4) (— + -ÏT + — ->J =(— +— +-7r->)(7T + îT + 7^~') • 

Telle est l’équation de la surface conique circonscrite il l'ellipsoïde. Celte même équa- 
tion peut encore être présentée sous d’autres formes très -simples, et que nous allons 
faire connaître. 

Soient B, le rayon recteur mené du centre de l’ellipsoide au sommet de la surface 
conique, B la partie de ce rayon recteur qui représente un rayon de l’ellipsoïde , et 
a , P , y les angles que forme la direction commune des rayons B, , B arec les 
demi-axes des coordonnées positires. L’équation (a6) sera rériGéc, et l’on aura'de plus 

(65) x.=rA,co$a, j'’, = fI,eosp, «, = /!, COS7, 

(06) + -, 

' ' a' ^ b' ^ c' \ a' ~ b’ ~ c‘ I li' • 

! 

Par conséquent la formule (64) , dirisée par fl,* , deriendra * 

Si, dans cette dernière, on suppose fl, = 00 ,, la surface conique so transformera en 
une surface cylindrique, et l’on retrourera, comme on derail s’y attendre, l’équation (aS). 
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( 57 ) 

Cooc«ron« k préseol qn’une droite loit menée du centre de l'ellipsoïde k un point 
((• »• choisi arbitrairement sur la surface du cône circonscrit. Celle droite coupera 
l’ellipsoïde, et le plan langent qui touche rrllipsolde k l’extrémité du rayon R , en 
deux nouTeaux points dont les coordonnées x , y , t et X , Y , Z vérifieront les 
formules (a«) et (üo). De plus, si l’on désigne paé r, s, ( les longueurs mesurées 
sur cette droite k partir du centre de rdlipsoîde, et qui aboutissent aux trois points 
corrospoD^ants ((,a,(), {,X,Y,Z), ces longueurs se trouveront liées 

aux coordonnée#--4C> a , C par les formules (53) et (34). Or un tirera de ces formules , 
combinées avec féqualion ( 67 ) , 


( 68 ) 




Telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse présenter l'équation ( 67 ). 
D’ailleurs, si, par le point (S,a,<) etparlerayon R, on fait passer un plan , ce 
|ilan, qui coupera l’ellipsoïde suivant une ellipse, donnera pour sections, dans la surface 
conique et le plan tangent dont nous avons parlé ci-dessus , deux tangentes quelconques 
de cette ellipse. Enfin il est clair que les extrémités des longueurs r , s , t seront 
situées sur l’ellipse et sur les deux tangentes. Donc l’équation ( 68 ) fora connaître une 
nouvelle propriété de l’ellipse. Celte dernière propriété , plus générale que celle dont 
l’énoncé a fourni le premier théorème , pourrait être démontrée dil^clomcnt par le 
même moyen , attendu qu'il est facile de la vérifier dans le cas ob l’ellipse se réduit k 
un cercle. 

Si k l’ellipsoïde représenté par l’équation (as) on substituait l'on des liypcrboloïdcs 
représentés par les formules (3y) , (38) , l’équation de la surface conique circonscrite 
se réduirait k l’une des suivantes 

'<■9) + 

I-”) + 

et la formule qui remplacerait l’équation ( 68 ) ferait connaftre une propriété du système 
de deux hyperboles conjuguées. 

Supposons encore que l’on demande la surface conique otrconscrile au paraboloïdc 
clliptiqne représenté par l’équation (45}- Alors , au lieu des formules (»5) et (65) , ou 
obtiendra l’équatioir (43) et la suivante 

111.* Aiiiike. . 5 


î 

* 
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( 58 ) 


(7>) 



puis on (irera de ce» dernièrei comlnnée* avec la formule (55) 


* a -y Ï-» a’ t’ c a* * e 

* r»-X *• - ' g.* y.* _ , ^ r»» C+Sq 

a* 6* c c 

et par «onséquent 



Si, au lieu d'un paraboloide- elliptique , on considérait un paraboloïdo hyperbolique re> 
présenté par la formule (47 )j l’équation de la surface conique circonscrite deviendrait, 
évidemment > 


f «y®** ' 


IV V al;\ 

\ a* é* e ^ 

\ 0* ‘ j 

^( 2 * b* c 1 


Supposons enfin que l’on demande la surface conique circonscrite & la surface du 
second degré rcprésenlée par l’équation (49)* Alors les formules (aS) et (63) devront 
être remplacées par l’équation (5i) et par la suivante 

(;4) (//x+f/+Ei+G)a„+(Fa:+By+Ds+^y, + (fi3!+i)j'+Cî+/)».+ Gj!+Hy+fï=il[, 

qui représentera la courbe de contact des deux surfaces; et, en combinant ces équations 
àvec la formule (53) , on obtiendra celle de la surface conique demandée , savoir 

m 

i ^ï’+Bfl’ + CV+aDaî4-a£!;Ç + aE5a+'aGç4-a/ra + a/î — JS== 

[{AU-f'^ + EK+G)x,+{Ff+Bn+DUH)x«+{Ei+Dn + C>i + l)i6+Gi+H^+n-K]- 
.^x„*+aj',* + 6’j,’ + aZ)7»t« + a£*,x» + aé'*oj'„ + aGxo + aff/, + a/s,- A. 

3.* Exemple. Proposons-nous de faire passer une surface conoido par une directrice 
donnée. Si cette surAce a pour axe l'axe des z , les coordonnées i , e , i de la 
génératrice menée par le point [x, jr, z) de la directrice vérifieront les deux formules- 



« 
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( 59 ) 

Donc, si entre ces formules et les équations do la directrice on élimine *, y , i , 
l'équation résulunte, qui renfermera seulement ç, n , ç, sera précisément celle de 
la surface conoïde. 

Lorsque la directrice est une courbe plane représentée par les équations (55) , on lire 
de ces équations combinées arec les formules (76) 


J_ 

X ~ y 


Ax+By 


Al+Bn • AUBr, 


K- Cl 


et par suite 
( 77 ) 


A-Cç 




K-Ct, ' 

K- Ci 
Ai+Bi ' 


puis, en substituant les valeurs précédentes de x, y, z dans la seconde des formules 
( 55 ) , on trouve , pour l’équation de la surface conoïde , 


(78) 


F(^ 


K- Ci K-Ci 
AifBn ' " Al^B 




Dans le cas particulier oü la directrice est renfermée dans un plan perpendiculaire a 
l'axe des x , et représentée par deux équations do la forme 

(79) x=za, F(^,î)=o, 

a * • ' 

l’équation de la surface conoïde se réduit 5 - ' 

' ' • ■ * ^ 

( 80 ) ■ • f(-^,ï) = o. 

% 

t 

\ 

Ainsi , par exemple , si l’on prend pour directrice l’ellipse qlie déterminent |^s formules 


(81) 


x — a. 


y' 


r-H— = I . 


la surface conoïde sera représentée par l’équation 




(8s) 


a’a* 


f* 


: 1 . 


5 laquelle on parvkndrait également epi pirenant pour directrice le cercle que détrr< 


nt'nent b » deux furuiulci 


..i» ^ 
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(6o ) 


(83) 


® = — , ^•-(-*• = 0’. 


Supposons maiolenant que la su|face çpnoïdo doive fitre circonscrite k une autre 
surface'représentéo par l’équatioft (4)- Alors, pour chaque point de la courbe de con- 
tact des deux surfaces , l'équation (3) du $ a derra être vérifiée par les valeurs de p 
et q tirées de la formule (g)^ et par conséquent les coordonnées m, j , t de cette 
courbe seront liées outre elles par les deux équations 


(84) 


B = 0 , 


da 


da 




dont la seconde aurait pu être déduite do la formule ( 7 ). Cela posé; pour obtenir l’équa- 
tion de la surface conoïde, il ne restera plus qu'à éliminer y > * entre les for- 
mules ( 76 ) et ( 8 a). 

Concevons en particulier que la surface conoïde doive être circonscrite b un ellipsoïde 
dont le centre coïncide avec le point (x,, y,, z.), et dont les axes soient respecti- 
vement an , »b , ac , savoir, b l’ellipsoïde représenté par l’équation 


(8i) 


(*•!>.)' I (j'-j'o)* 


(*-*.)’ 


û* * A 

La tecoode des fbrmulea (84) deviendra 


(86) 


a{x~i!o) y{y~yo, 

O» é* 


De plus, en combinant celle-ci avec la première des équations ( 78 ), on trouvera 


(87) — ».)+-^(/“7.) = o- 


Enfin on tirera des formules ( 76 ) , (85) et ( 87 ) 


ar-r, y-y, (*-*•)» 


/JL\ “ L±\ ~ JKl4.il "■ 

11-^ 

\é>y \ a') 

a- 4» 

/j(«-a-.)» (y->)’) . /( (Z-/.)’) 







T 
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et par cooaéqueat 

(88) 


(6i ) 

_fs* I /, (c-«.)’ 

o’4* U’ 4*/ \ c’ 


T^Ue'cst l'équolion de la aurface conoïde circonacrile à l’ellipsoïde. 


♦ 


Si l’axe d’une surface oonoïde coïncidait , non plus arec l’axe des s . mois arec 
la droite menée par un point donné (x, , y, , i.) , de manière à former arec les 
demi-axes des coordonnées positives certains angles a , ^ , y , les coordonnées 
do la génératrice menée par le point (x , y, z) do la directrice vérifieraient les deux 
formules 



, (90) (? — *)cos£+(a— /)co$if + (Ç — s)cos.Y=o, 


L , M , Pf désignant les angles compris entre les demi-axes des coordonnées positives 
et la perpendiculaire au plan qui renfermerait celte génératrice arec l’axe do la surface 
conoïde. D’ailleurs ces angles seraient évidemment liés entre eux par les deux équations 


(9') 


I (* — i 


cosacos£. cos^eosAf -J- cosycos Y — o, 

(x — «,}C0s£r 4- (7 — /,)C0$lf4'(* — Z,)cO»N = 0; 
desquelles on tire 

cosL coslf cos Y 




(99) 


(s-s.)co8«-(x-*,)cos7 (<*-*»)cosp-(y-_y„)cosï 

Donc por suite la formule (90) donnerait 


(s>5) [(7-7»)«o*7"(*"*»)*®*P](ï"*)+[(*'*«)«»»(»-*o)oosy](>i-3'}+{(»-x.)cos^-()»-7,)cosa](ï-s)=o 

Dans l’hjpothèse admise, les formules (89) et (9S) représentent la génératrice qui passe 
par le point (x,^, s) de la directrice. Donc, pour obtenir alors l’équation de la sur- 
face conoïde , il suffit d’éliminer « , ^ et s entre les équations de la tfrectrice et les , 
formules dont il s’agit. ^ 

Il est bon d’observer que l’on peut substituer, dans les formules (gi) et (ga), les 
coordonnées {, a, C aux coordonnées m, y, t, et remplacer en conséquence^., 
l’équation (g3) par la suivante 

» 
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f 


t 


* 


Ga ) 


Or de celte dernière réunie è la formule (8g) on conclut 

/■: 

1 


('jâ) 


Ç - X, -[( Ç - <t„) COS *+(»- P +(*•■*•) 7] ® 

'"-y 

Il - [(ï - X„) cos a + (« - J'o) cosp + ( c - »o) cos 7] COI ^ 

Çj;_t 

\ î-*,-[(î-X„)C0Sa+(>l- J'.)C0S^+(I;-I.)C0S7]C0I7 


Lorsque la directrice est plane, et représentée par les équations (i 3 ) , chacune des 
fraclions comprises dans la formule (gS) est équivalente au rapport 


Scosii-Vncosn+Ilcos» - k 

^ (î-x,)cos)i+(ii-y«)co 5 f.+(i:-*,)cos»-[(Ç-J:o)cos«+{>i-yo)cosp+(;-i.)coi 7 ]cosô 

et de celte seule remarque on déduit immédiatement des valeurs de w , y , z , qui , 
substituées dans la seconde des équations (■ 3 ), fournissent l'équation f , C propre k 
représenter la surface conoïde. 

> 

Si l’on prenait pour directrice la droite menée par un point donné (x, , y, , z,) , de 
manière k former, avec les demi -axes des coordonnées positives , les angles V, > , 
c'est-à-dire , la droite représentée par la formule 


(g-) ^ = 

COS A COS fi COS y 

on tirerait de cette formule combinée a?ec les équations (is) , (89) et (94) 


(<j8) 


(t- j.)co5«-f (B-j',)cos^-t-(;-s.)eos7 
cosi 


[(<i-y.)cos7-(C-z.)cosfi](;-x,)-f[(!;-to)coiai-(4-x.)cos7)(B-3r,)+[(g-x.,)cosp-(ii-j'„)cos»)(i;-»,) 

L(’’‘/<’)®“*7-{*i-‘»)C05p]COS)l + [(5-t.)coSa-(Ç-X,)cOS7]c05^+[(Ç-X„)cO5f-(>!-J'„)c05ï]C0S» 

Telle est l’équation du parabololde hyperbolique engendré par une droite qui xe meut 
en s’appuyant sur les axes représentés l’un par la formule ( 5 a) du § a , l’autre par la 
formule (gy), et de manière k rester toujours perpendiculaire au premier de ces doux axes. 

Lorsque la surface conoïde doit être circonscrite k une autre surface représentée par 
J’équation (4) ■ un peut prendre pour directrice la courbe de contact des deux surfaces, 
représentée elle-même par les équations ' , 
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( C3 ) 


a = o, 




I0U> 


'•“) (*-*ig + (.-.)ÿ+«-oÿ = ., . 

«Oîd. et U ne™.!, j,’. ^ '" '"'''■“ “' 

LTir-“" '• (-■ ") - .ixztH»; 

leetie. JrZ rl^tirr» " l‘ '■■'•'■ '’'■ 

turface conoïdo. * • » . ï sera préctsémeol celte de la 

wUrr,2 .r '■ “* 

(loa) 


»=o , 


du du' 


dont la seconde se dédnil de la rormnl» - i- , 

cevons, pour User les idées, que I. surface (rîltéd”'' a ^ 

l'ëqualion réduiac k I ellipsoïde représenlé par 

l'«) + 

Dans ce cas particulier, la seconde des formulea (tôt) deTiendm ' 

- r ^ > 

•t?<> 4 ) .v 


*• y-‘ 


..y 


•.< 

.< 
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( 64 ) 

pu'15 on tirera de cette formule combinée arec let éqnations '(101) et (io 5 ) 


— ~ Z. 


V/(x'+y») 


= — 1± 


Vif.' + !.•) 

l/(î'+r.«) 


= ± 


ViV+’T'') 


r. v/(*»’+y»’) 


et par suite ^ 

(105) [v/(®.’+j'.’)T»/(«’ + ’'‘)]' = — (>:—*•)*]• 

ou , ce qui revient au même , 

(106) |ç* + «*_^[c’ — (ü — t.)*H-as.>+7.*| =4(x.*+j'.’)(î*4-i*). 

Telle est l’équation de la surface de révolution qui , ayant poiir axe Taxe des t , est 
circonscrite à rcllipsoide de révolution représenté par l'équation (io 3 ). 

Si Taxe de la surface de révolution coïncidait, non plus avec l'axe des z , mais avec 
la droite menée par un point donné z,) , do manière è former, avec les demi- 

axes des coordonnées positives, certains angles 7; let coordonnées Ç , >1 , C 

du cercle générateur passant par le point (x , jr, z) de la directrice vérifieraient les 
deux formules 

(107) (5-x)co!i+(>!-y}cos^(i;-i)oo87=o, (Ç-x„)’+(n-y„)’+(î-* 0 *==(*-»^)’+(j'-J' 4 ’'K*-*“)’» 

et la surface de révolution circonscrite è la surface (4) pourrait être considérée comme 
ayant pour directrice la courbe représentée ,’ non par les équations (lox), mais par les 
deux suivantes * * 




« = o , 

[Cy*J'»)®o*?-(‘'*o)®o®Yl^+[(*-*")‘:o 8 ï-(x-x.)co 87 ]~+[(x-*„)coap-(j'-y„)cosz]^=o, 


dont la seconde sc déduit de la formule (9) combinée avec la formule ( 3 i) du § 2. 

Nous bornerons ici l'application des principes exposés au commencement de ce para- 
graphe. Un autre article sera consacré è la recherche des équations qui représentent des 
surfaces dont la construction dépend de plusieurs fonctions arbitraires, et en particulier 
des surfaces développables , lorsque ces surfaces doivent passer par des directrices don- 
nées , ou être circonscrites à des surfaces données. 
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DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 


DU SECOND DEGRÉ. 


On nomme lignes du degré n colles <]ai , étant renfermées dans un plan , ponTcnl 
être représentées par une équation du ^ n* degré entre deux coordonnées rectilignes 
3) , J, On nomme de même surfaces du degré n celles qui peuvent être représentées 
par one équation du n* degré entre trois coordonnées rectilignes æ, Comme, 

pour passer d’un système de coordonnées rectilignes & un autro du même genre, il suOit 
do recourir é des formules dans lesquelles ces coordonnées entrent au premier degré 
seniement, il est clair que la nature des lignes et surfaces du degré n dépend unique- 
ment du nombre n , et uullemenl du système de coordonnées rectilignes que l'on 
emploie. Cela posé, on peut rechercher quelles sont les diverses espèces de lignes et de 
surfaces qui correspondent è une' valeur donnée do n . Ainsi , par exemple , on dis- 
cutera sans peine les lignes et les surfaces du second degré & l'aide des principes ci- 
dessus exposés [pages i et suiv.]. C’est ce que je vais montrer dans cet article. 


$ I.** Discuuion du Ugnu du second degré. 

9 

Soient , dans un plaÿ donné , i J les coordonnées d'un point , rapportées b deux 
uxes rectangulaires. L'équation la plus générale des lignes du second degré sera de la 
forme . ’* , ■ * • . 


(•) ' 


ylx' + /Ij'* -+- » C®/ + » -O* ri- * fi/ “ A , 


A , B , C , b , E , K désignant des quantités constantes; et une droite menée par 
le point (<>a)> de manière b former avec le demi -axe des z positives l'angle a 
compris entre o et *it , sera représentée par l'équation 


cosx sinx 


que l’on peut réduire b 
111.* Ax.vée. 
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(ï) == 2-11 

cos ji sin ]i ' 

en faisant , pour plus de commodité . * it a = . De plus , si l’on pose 
(3) r=p/[(*_ç).+ (y 


c’csl-à-dire , si l’on désigne par r la distance des deux points 
tirera de la formule (s) 


(4) 


*-? y-a . 

r , =±r . 

cosf sm^ 


(5. a), on 


le douLlo signe devant être réduit au signe ou au signe — ■ , suivant que l'angle 

°> = db sera relatif k la longueur r comptée à partir du point ($ , a) ou à partir 
du point (x,y). On aura donc , dans le premier cas , 

(6) J! = { -t- rcoS'j' y = a4*’'sin|, 

et dans le second 

(6) ® = ? — rcoS'Ji, y = a — rsinj. f 

Concevons maintenant que le point ($,a) coïncide avec le milieu d’une corde de 
la ligne (i),et le point {x,y) avec l’une des extrémités de cette corde. La longueur 
de la même corde sera égale au double de la distance r , et la formule (i) sera vérifiée 
par les valeurs do x , y tirées, soit des équations (5) , soit des équations (6). Donc, 
si l’on fait , pour abréger, 

• / s = y^cos>'îi + J>siu’^!< + aCcoj'J'Siniji , • 

(-) .| t = (,éï+Ca + I?)cos^ + (CÇ + Ba + £)sin+,' 

( u= + Ba* -J- aCïa + ai>5+ a£a , 

on aura on même temps 

(8) jr' + atr = , <r* -• a/r-f- « = IC , 

et par suite ^ ^ 

(9) . sr* + U = X , 


(lo) 


t 


O • 
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Il esl bon d’observer que l'équation (lo) peut s’écrire sous l’une ou l’autre des deux 
formes 

(il) + Ca + 7))coS'|' + (CÇ + Bu + •E)s‘U+ = 0 i 

(il) (^ cos ■{< + C »>u +) 5 + (Ccos'i' + ® *•“’)')’> + CO* ’î' + • 


Cette équation étant du premier degré par rapport aux coordoonées i , n , il en ré- 
sulte que le point (E.a) décrira une droite, si la corde ar varie, mais do telle 
sorte que l’angle \ demeure constant. Ainsi des cordes parallèles de la ligne (i) ont 
leurs milieux situés sur une seule droite qu’on pourrait appeler axe diaméirnl. Ajou- 
tons que , si l’on fait 


(i5) 


yé coS'J- + Csin\|' 
CcosJi + CsiD'ji 


langï , 


désignera l’angle formé par la droite dont il s’agit avec le dêmi-axe des x po- 
sitives, et que cette droite sera perpendiculaire aux cordes dont elle renferme les mi- 
lieux si l’on a 

('4) I -|-tangîtangi = o , 

ou , ce qui revient au même , 


(.5) 


y/cosi) + Csin'j> Ccos>{>+Bsin’j> 


COS'ji 


sio'J' 


Dans ce dernier cas, la droite représentée par l’équation (ta) divisera en deux parties 
symétriques la ligne représontéo par l’équation (i), et sera ce que l’on nomme un axe 
principal de cette ligne. Cela posé, on démontrera facilement que, pour chaque ligne 
du second degré, il existe toujours au moins un axe principal. On y parviendra en effet 
b l'aide des considérations que nous allons exposer. 


(. 6 ) 


On tire de l’équation (i5) combinée avec la première des équations (;) 

cos'J> ’ sill^}> 


■ — a , 




ou, ce qui revient au même. 


l»7) 


* 


(y# — 4)COs {i-f- Csin'Jl =r O , 

Ccos }' + (B — s)sio J> = O ; 


puis, en éliminant l’angle -1, on en conclut 
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( C8 ) 

{A — t)(B — <) — C’ — 0 . 


De plus, les deux racines de l'équation (i8) sont éTidemiuent 


et elles ne peavent devenir égales entre elles que dans le cas particulier ob l’on a 
(so) A = B, C==o. 


Dans ce dernier cas, l’une et l’autre racine se réduit é la quantité A , et les équa- 
tions (17) 60 trouvent vérifiées, quel que soit l’angle Mais, dans le cas contraire, 

les équations (17) fournissent une valeur unique et réelle du rapport 


sio-Ji 

COS'j' 


= tang K 


Ajoutons que l’équation (is) deviendra, en vortu des formules (17), 

(ai) s(ïcos<ji + 7!sin'{') 4-DeoS'îi-j-jBsin'Jisr 0 . 

"** * / 

Or cette dernière représentera évidemment une droite déterminée , toutes les fois que 
l’anglo aura une valeur déterminée, et la quantité s une valeur dilTéreotc de 
zéro. Enfin, il est clair que, pour une valeur de s düTércnto de zéro, l’équation (g) 
fournira deux valeurs de r déterminées et de signes contraires , toutes les fois que la 
droite (2) rencontrera la ligne (1). Donc la ligne (1) offrira deux axes principaux cor- 
respondants aux deux racines de l’équation (18), si ces racines sont inégales, et si 
aucune des deux racines ne s’évanouit. 

Si, l’équation (18) ayant scs racines Inégales, l’une d'elles se réduisait à zéro , la ligne 
représentée par cette équation continuerait d’ofirir un axe principal correspondant à 
l’autre racine. 

Enfin, si l'équation (18) avait ses deux racines égales entre elles, mais dllférenles de 
zéro, alors, en substituant au lieu de t, dans la formule (ai), la valeur commune 
des deux racines, et attribuant' successivement è l’angle <|> une infinité de valeurs di- 
verses, on obtiendrait uno infinité do droites dont chacune pourrait être considérée 
comme un axe principal de la ligne (1). 

On ne peut supposer que les racines de l’équation (18) soient toutes deux nulles,'è 


t 
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moiai d’adinellrc que l’on a A := B C = o , c’esl-Ji-dire , que lu rurniule (i ) ces$o 
d'èlrQ.UDC équation du second degré. 

Il sera maintenant facile de résoudre la question suivante. 

1 ." PaoBiF.XE. Rechercher quelles sont les dtifèrentes espèces de lignes du second degré. 

Solution. Comme nous avons prouvé que , pour chaque ligne du second degré , il existe 
au moins un axo principal , c’est-h-dire , un axe qui la divise en deux parties symétriques, 
on pourra prendre cet axe pour axe des x. Alors l’équation do la ligne no devra pas 
être altérée quand on y remplacera y par — y , et par conséquent les termes qui 
renfermeront la première puissance do y devront s’évanouir. Donc cette équation sera 
de la forme * 

(as) Ax’ By' -\- 9 Dx = K. 


J’ajoute qu’on pourra toujours réduire à zéro le coefficient D , si la constante A 
n’est pas nulle, et la quantité K, si, A étant nulle, D diffère do zéro. Car, 

pour y parvenir, il suffira de remplacer, dans le premier cas, x par x — et, 
• IC 

dans le second cas , x par x + -jjj- , c’est-à-dire , de transporter l’origine sur l’axe 

des X, au point qui a pour abscisse — ^«1® po*d , l’équotion (i) 
prendra l’une des formes 

(s5) Ax' + By' = K, 


(® 4 ) 


By' -j- aDx = o . 


De plus, si, dans les formules (s3) , (s4) , on suppose les coefficients A , B , D, , K 
différents de xéro , il suffira de faire 


ÿ=±«*. 


B 


= ± 6 -, 


B 


a , b , e désignant des quantités positives pour ramener ces formules aux deux siiir 
vantes . , 

(*6) ■ ' y' = àzicx. '' 

Or la formule (aS) comprend i.* l’équation 
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(»-) 



qui rcpréseDle une ellipse donl les demi-axes sont a et i ; 


s.* les deux équations 


(S8) 



(»9) 



qui représentent deux hyperboles dont les demi-axes sont a et 6 ; 3.* l’équation 


(3o) 



qui oc représente aucune ligne. L’ellipse (sy) deviendrait un cercle si l’on avait a = b. 
Quant i la formule (a6) , elle représeute évidemment une parabole dont e est le pa- 
ramètre." 

Si l’on faisait évanouir, dans l'équation (a3) ou (a4) • «ne ou deux des constantes 
yl , B , D , K , mais de manière que cette équation ne cessAt pas d’étre du second 
degré > on obtiendrait l’une des formules 

(3t) Ax'-\-By' — o, 


(52) 

h 

II 

(35) 

II 

(54) 

X* = 0 , 

(35) 

y'=o. 


Or les seules lignes que puisse représenter une de ces formules sont , i .* deux droites 
qui se coupent à l’origine des coordonnées, a.* deux droites parallèles è l’un des axes 
coordonnés, 3.* l’un de ces mêmes axes. 

y 

En résumé , une ligne du second degré ne peut être qu’une ellipse ou un cercle , une 
hyperbole, unctparabole , ou un système de deux droites qui se réduisent quelquefois i 
une seule. Parmi ces lignes , l’ellipse et l’hyperbole qui peut se réduire à deux droites 
passant par un même point, sont les seules qui oITrent deux axes principaux et de posi- 
tions déterminées. Le cercle offre une infinité d’axes principaux qui ne sont autres que 
scs diamètres. La parabole offre on seul axe principal. Enfin le système de deux droites 
parallèles offre pour axes principaux non-sculemont une troisième parallèle qui divise la 
distance des deux premières en parties égales , mais encore l’une quelconque des droites 
menées perpendiculairement à ces mêmes parallèles. 

ISota. On peut aisément s’assurer que les courbes représentées par les équations (sG), 
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(17) , (s8) et (sg) jouitseut dei propriélés connue» qui ferTonl h la descriplioii de la pa- 
rabole , de l’ellipse et de l’hyperbole. 

En eflet considérons d’abord l’équation 
(56) y’ = icx, 

h laquelle se réduit la formule (36) quand on choisit convenablement la direction des 
X positives. Si l’on nomme r da distance comprise entre un point (x,y) delà 

courbe (36) et le point situé sur le demi-axe des as positives h la distance — c de 
l'origine, on aura 

'■• = (*- T')'+J” = (*+ 70)'. 

et par suite 

(3;) r = * + -^ e . 

Donc cette distance sera équivalente à celle qui séparera le point [x,y) de la paral- 
lèle à l'axe des 7' è laquelle appartient l’équation 

(38) X = — — e . 

a 

Or on reconnaît évidemment ici la propriété caractéristique de la parabole. 

Considérons en second lieu l’équation (37) , dans laquelle a surpassera b, si l'on 
a convenablement choisi l'axe des x , et posons 

(3g) tf* — é’ = a*i*. 

Cette équation donnera' 

(4°) /•=(! —••)(«•— a*). 

De plus, si l’on appelle r la distance comprise entre le point (x,^) de la courbe 
(4o) et l’un des doux points situés sur l’axe des x à la distance ai de l’origine , on 
aura 

r* = (x± ai)» -f-y* = (* ± ««)*•+• (i — •*)(«* — »■) = ^ A ix)» ; 
puis on en conclura, no ayant égard aux conditions 1* < 1 , x*'< a», >’x* < x»', 

(4>) r = a^ix. 
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Doac> les dittanccs du point {x,y) aux deux points dont il s’agit seront 

0 

fl — f» , fl -f* > 

et la somme do ces distances sera constamment équivalente i ua. On reconnaît évi- 
demment ici la propriété caractéristique de l’ellipse. 

Considérons onün l’équation (28) à laquelle on ramène l’équation (ag), quand on 
échange entre elles d’une paM les coordonnées as^ ^ i. d’autre part les constantes 
a et 6 ; et posons 

(42) fl’ + ^’=?’‘’- 

/ 

Cette équation donnera encore 

(43) jr* = (i — — a*) . , 

Par suite , si l’on appelle r la distance comprise entre le point (x,y) de la courbe 

( 43 ] , et l’un des points situés sur l’axe des x à la distance <ti de l’origine, on 

aura toujours * 

r*=(a±ix)»; . 

puis on en conclura , en ayant égard aux conditions <* > 1 , 2* > a* , t'x* > a’ , et 
supposant X positive , ■ ^ 

(44) r = i»±a. • • 

Donc Ics.distances du point (2,7) aux deux points dont il s’agit seront 

•X — a , ex -f* ^ > 

et la dilTércnce de ces distances sera constamment égale k aa. On reconnaît évi- 
demment ici la propriété caractéristique do l’hyperbole. 

Dans les équations ( 3 g) et ( 4 a) , la constante 1 est ce qu'on appelle VexcentriciU 
de l’ellipse ou de l’hyperbole. 

Lorsqu’une ligne du second degré oITre deux axes principaux de positions détermi- 
nées , cette ligne ne pouvant être qu’une ellipse , ou une hyperbole , ou un système de 
deux droites qui se coupent , ira deux axes principaux sont nécessairement perpendi- 
culaires l’un è l’autre. C’est , au reste , ce que l’on démontre sans peine è l’aide des 
formules (17) et (i8). En eflèt, nous avons vu que la ligne (1) a deux axes principaux 
déterminés , lorsque les racines de l’éqnation (18) sont inégales et dülèrent de zéro. Or 
soient s, , s, ces racines supposées inégales , et •!/, , <1’, les valeurs correspondantes 
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de } , tiréei des rormules ( 17 ) , ou , ce qui revient au même, de l'une des suivantes 

m 


i-A 

tang-J- = — ^ , 


UDg> 


t-B 

C 


tangl, , tang'j>, seront les deux racines de l'équation 

(4G) , Ung*'J«+ tang>>— I = 0 , 

« 

que produit l'éliminatiou de a entre les formules (4G)< On aura donc 
( 4 r) Ungl, lang ■!>, = — I , ou 1 tang’ji, tang 4 ', = o. 

: 

Or celte dernière formule exprime évidemment que les axes principaux corrapondants 
aux racines s, , », se coupent à angles droits. Ajoutons que l'équation (4G), qui peut 
encore être présentée sous l’une des formes 

(48) langS'î> = -j^ , 


(4o) C(cos*'{> — sin’f) + (£ — //)sin<{<cos4' = o , 

9 

coïncide évidemment avec l'équation (i5). 

Dans le cas que nous venons de considérer, le point il’intersection des deux axes prin- 
cipaux do la ligne ( 1 ) est évidemment un centre et même le centre unique de cette ligne. 
Alors aussi un axe diamétral, représenté par la formule ( 1 1 ) , est toujours un véritable 
diamètre do la courbe; ot, comme le centre est nécessairement situé sur tous les dia- 
mètres, ses coordonnées , que nous désignerons par a, vérifient la formule (il), 
quel que soit l’angle '|< , par conséquent les deux équations 

(50) 

desquelles on tire 

(51) 

Cela posé , soit k la valeur de u correspondante aux valeurs précédentes de 5 et 
de a. On trouvera 

(5a) * = ^«* + B>i* + xC5a + aDÇ-f a£a = i)î + £a, 

III.' ANRÉB. 10 


Cn X) f CÇ J8a A» = O , 


CE- BD 
AB-C’ 


CD-AE 
AB-C' ’ 
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ou , ce qui revient au m£me , 


(53) 


AE' + BD'-iCDE 
C‘-AB 


et, si le diamètre représenté par l'équation (a) rencontre la ligne (i), la longueur inter- 
ceptée par cette ligne sur le même diamètre sera égale au double de la longueur r dé- 
terminée par l’équation 

(«) • , 

que l’on déduit de la formule (g) en prenant u = A; . 

Concevons i présent que, dans la formule (54), on substitue successivement pour a 
les deux racines de l’équation (i8). Les valeurs correspondantes de r seront toutes 
deux réelles , ou l’une réelle et l'autre imaginaire , suivant que la ligne (i) sera rencon- 
trée par ses deux axes principaux ou par un seul d’entre eux, ou, en d’autres termes, 
suivant que la ligne (i) sera une ellipse ou une hyperbole. Dans la première hypothèse, 
les deux racines de l’équation (i8) seront nécessairement des quantités aOectées du 
même signe que la dilTércnce K—~k, et par conséquent l’on aura 

(55) AB — C'>o. {A + B)(K — Ji)>o. 

Dans la seconde hypothèse, les racines de l’équation (i8) devront être l’une positive, 
l’autre négative, et en raôme temps la différence A — k devra différer de zéro. On 
aura donc alors 

(56) AB — C'<o, {K — ky>o. 


Le centre de l’ellipse ou do l’hyperbolo ci-dessus mentionnées deviendrait évidemment 
un point de cette ligne; en d'autres termes, l’ellipse se réduirait au point (S, n) , et 
l’hyperbole è deux droites passant par ce même point , si la différence K — k venait 
à s’évanouir. Par conséquent l'équation (i) représentera une ellipse réduite à un point, 
et sera vériüéo par les seules coordonnées 


* = 5, 7 = v . 

si l’on a 

(5-) AB — é7*>o, K = k. 

Au contraire, la même équation représentera une hyperbole réduite è deux droites, si 
l’on a 
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K = k. 


( 58 ) AB — C’<o, 

EofiD , (i i’on avait 

(59) AB — C’>o, (A+B){K — k)<o, 

les deux racines de l’équation (18) étant alors affectées de signes contraires au signe de 
la différence K — k, les valeurs de r, tirées de la formule ( 54 ) • deviendraient 
imaginaires, et l'équation (1) ne représenterait plus aucune ligne. 

Si les racines de l’équation (18) étaient différentes de zéro, mais égales entre elles, 
alors, les conditions (so) étant remplies, l'équation (•) *® déduirait & 

D . E K 

(60) a:*+^> + *^a!+8— = — , 
ou , ce qui revient au même , 5 

/ i)\* . / . ^\’ JK + D‘ + E‘ 

(6.) (x+ y) — T - — ’ 

et représenterait un cercle ou un point, ou ne représenterait rien, suivant que l’on 
aurait 

AK + D' + E‘>o, ou AK + D‘ + E' = q, ou AK + D‘ + E‘ <0. 

Comme on tirerait d’ailleurs des équations (ao) et ( 53 ) 

/ 

/?•+£• 


AB~C' = A' . 


* = . 


il est clair que les conditions ( 55 ) seraient vérifiées datw le premier cas , les conditioat 
(57) dans le second , et les conditions (69) dans le troisttme. 

Lorsque l’équation (18) offre une racine nulle, c’est-à-dire, lorsque la condition 
(6s) . AB — C' = o 

se trouve remplie, on tire des formules (17) » cherchant la valeur de + qui cor- 
respond à cette racine. 


( 63 ) 


tang<|« = — = - 


B 
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Alor» au$$! la formule (21) , réduite à 


( 64 ) 



est ou n'esl pas vérifiée, suivant que la condition 


( 65 ) 



est ou n’est pas remplie. Dans la première supposition, la formule (<j) se trouve satis- 
faite, quelle que soit r, ou ne peut l’êtro , suivant que les coordonnées {, » véti- 
fienl ou no vérifient pas l’équation (i) , et par conséquent cette équation ne peut repré- 
senter que deux droites parallèles. Il est d’ailleurs facile de s’en assurer, en observant 
que la condition ( 65 ) équivaut aux deux suivantes 


( 66 ) 




et qu’en vertu de ces dernières l’équation (t) devient 

(67) ~(Dx + Ej)> + 2(Dx^Ef)=K. 

Or la formule (67) , de laquelle on tire 

DP I 

(68) fl* + /.’j, = _ ± ^ y/iDE^DE -h rÂ')] , 

ne peut représenter qu’un système do droites parallèles. Ces mêmes droites seront dis- 
tinctes l’une do l’autre, si l’on a 

(69) DEiDE + CK) > O . 

Elles SC confondront , si l’on a 

(70) DE{DE-\-CK)=o, 

et disparaîtront, si l’on a 

(7>) DE[DE + CK)<o. 


Ajoutons que les conditions ( 65 ) ou (66) peuvent être remplacées par le système des 
formules 

(72) AB — Cl = f>, AE‘ + BD’ — 2CDE = o. 


» 
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Si la condition (05) n*6lait pas remplie , oo ne pourrait plus satisfaire h l’équation (a i ) 
en prenant pour a la racine nulle de l’équation (i8), et par conséquent la ligne (i) 
n’offrirait qu’un seul axe principal. Donc cette ligne ne pourrait être qu’une parabole. 

A l'aide des principes que nous venons d’établir, on résoudra sans peine la question 
suivante. 

a.* PnoBLK*E. Étant donnée une équation du second degré entre deux coordonnées 
rectangulaires x , y , déterminer l'espèce de ta ligne représentée par cette équation. 

Solution. Supposons les coellicients do l’équation (■) ebuisis de manière qu’elle coïncide 
avec l’équation donuée. Pour déte'i miner l’cspèco de la ligne du second degré que 
celle-ci représente, on commencera par former et par discuter l’équation (i8). Admettons 
d’abord que cette dernière équation n’offre pas de racines nulles, ou, en d’autres termes, 
que l’on ait • 

( 73 ) {AB— C'Y > O. 

Alors la ligne (1) sera uno ellipse, si AD — 6’’ est positif, et une hyperbole, si 
AB — C' devient négatif. Do plus, l’ellipse se transformera en un cercle, si l’on a 

A = B, C = o; elle so réduira simplement è un point, si la différence A k 

s'évanouit, et disparaîtra si cette différence n’est pas nulle ou affectée du mémo signe 
que la somme A-\-B. Quant b l’hyperbole, elle se réduira au système do deux 

droites qui se couperont, si l’on a K — k = o. lin lin , si la quantité AB 6’* 

devient nulle , l’équation (1) représentera une parabole; et cette parabole se transformera 
en un système de droites parallèles , si la formule (G.5) est vérifiée. Ajoutons que ces 
droites parallèles se confondront ou disparaîtront si la condition ( 70 ) on ( 71 ) se trouve 
remplie. 

Lorsque la ligne (1) est une ellipse ou une hyperbole, et que l’on suppose, dans 
l'équation (a) , les coordonnées 5, a déterminées par les formules (5i), alors, pour 
rendre l’équation (ï) propre à représenter un axe principal do la ligne (t) , il suffit de 
choisir l’angle .ji du manière à vérifier lu formule (49). Or de cette dernière formide 
combinée avec l’équation .(a) ou déduira la suivante < 

(74) C[(* - ï)* - (j- - ■>)’! + (B - ./) (a, - Ç) (y _ a) = O , 
que l’on pourra encore écrire sous runc des formes 


A(a-q)s.C{y-e) _ C{x-j) + B{y-e) 
, y-n 

Aa+Cy+ D _ Cx+By+E 

x-î TT, ’ 
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et qui , dans l’hypothèse admise , représentera les deurases principaux de la ligne (i). Si 
cette ligne est une ellipse, et si l’on nomme ta, a b les axes de l’ellipse, c’est-à- 
dire, les longueurs interceptées par cette ellipse sur les deux axes principaux; a , b 
seront évidemment les deux valeurs positives de r propres à vériGer l’équation 

(„) = 

que produit l’élimination de s entre les formules (i8) et ( 84 ). Au contraire, si la 
ligne (i) est une hyperbole, l’équation (77) n’offrira qu’une racine positive, et si l’on 
désigne par a cette racine, sa sera l’axe réel de l’hyperbole, c’est-à-dire, la lon- 
gueur interceptée par cotte courbe sur l’axe principal qui la rencontre. Ajoutons que 
l’équation (a) représentera une asymptote de l’hyperbole, lorsqu’on supposant E, v 
déterminées par les formules ( 5 o) , on choisira l’angle de Manière que la distance 
r déduite de la formule ( 54 ) devienne inünio, et par conséquent de manière à vé- 
rifier l’équation 

(78) s = o, 

ou • “ 

(79) ..^eos*<ji>f.Asia'<(i^-3CcoS'|>sin'|>=:o . 

Donc les doux asymptotes de l’hyperbole seront représentées par l’équation 

(80) ,rf(,_E).-(-B(;y_„)« + aC(*-«)(y-i) = o, 

que produit l’élimination de l’angle <|> entre les formules (s) et (79). Remaniiioiu 
d’ailleurs qu’en vertu des formules ( 5 o) et ( 5 t) l’équation (80) pourra être réduite à 

(81) jix' By’ + aCxy + Dx -{-Ey = k. 

Lorsque l’hyperbole se transforme en deux droites , on a k = K, et l’équation (81) 
se réduit, comme on devait s’y attendre, à l'équation (i). 

Lorsqu’une hyperbole représentée par l’équation (■) a pour centre l’origine même des 
coordonnées , cette équation devient 

(8s) Ax‘ + By‘ + aCxj — K , 

r 

et, comme, dans cette hypothèse, les asymptotes passent nécessairement par l’origine, 
l’équation qui les représente se réduit nécessairement è 

( 83 ) Ax’.-^Bjr‘ + iCxjr = o. 
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On arrive ù la nifmc conclusion, en observant que, dans riiy|>olliî'so admise, on a 
D = o , E = 0 , et par suite k = o . ‘ 

Dans le cas où l’iirperbolc représentée pur l'équaüon (i) n’a pas l'orij^ine pour centre , 
l’équation (8S) représente les parallèles menées par cette origine aux deux asymptotes. 

Il est bon d’observer que la différence ÀB — C‘ ,e.sl négative, nulle ou positive, 

suivant que les valeurs de — tirées do l’équation (83) sont réelles et inégales, ou égales 

ou imaginaires, c’est-ù-dirc , en d’aulrcs termes , suivant que l’équation (83) est propre b 
représenter deux droites ou une seule droite, ou seulement l’origine des coordonnées. 
Ajoutons I.* que, dans le cas où la ligne (i) admet un contre , les coordonnées de ce ' 
centre , déterminées par les formules (5o) , sont précisément les valeurs du^ x et de y 
que fournissent les dérivées de l'équation (i), prises successivement par rapport aux ’ 
denx variables x, y, savoir, 

(84) Ax+Cy + D = o . Cx + By + E = o; 

a.* qu’il suffit de substitueCces valeurs de x et de ^ dans le premier membre de 
l’équation (i) , pour obtenir la quantité désignée par k; 3,* que, s’il existe un ou plu- 
sieurs points dont les coordonnées vérifient les fonniiles (84) , un déplacement do l’origino 
transportée en un de ces points réduira l’équation (i) b la suivante 

(85) ' Ax’ By' iCxy K — k } 

4 .* que, si l’équation ( 1 ) ou (85) représente une ellipse ou un système de droites paral- 
lèles, celte ellipse ou ce système de droites sera réel ou imaginaire, suivant que les 
coellicients A , B , dont le produit restera positif , eu vertu de la condition 

AB — C’>o, seront des quantités affectées du même signe que la différence K k, • 

ou du signe contraire. 

Lorsque l’équation (83) représente une seule droite, la condition (C5) est ou n’est 
pos remplie, suivant que les valeurs de x , y , tirées des formules (84) , se présentent 

sous la forme , ou sous la forme . 

O O . 

Nous ferons remarquer encore avec quelle facilité on déduit des formules ( 9 ) et (ti) 
l’équation d’une tangente menée b une ligne du second degré par un point donné de 
cette ligne. En effet , soient Ç , n les coordonnées du point dont il s’agit. Pour que la 
droite ( 2 ) se réduise b la tangente menée par le mémo point, il suffira que la corde 
mesurée sur celle droite s’évanouisse, et que le milieu do celle corde coïncide avec le 
point (5. a). Eu d’autres termes, il suffira do choisir l'angle ■)> de manière que 
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la forniule (il) soit vérifiée. Donc, si entre celte formule et l'équation (s) on élimine 
r.ingle l’équation résullantc, savoir, 

-(86) + + /))(* — |) + (C 5 + J 5 « + £)(j'-n) = o, ' ' 

.sera précisémcîit celle de la tangente menée é la ligne (i) par le point (Ç, «). De 
plus, comme les coordonnées n vérifieront évidemment la formule 

(87) 5 ’ Bn’ + 2 C;>i + ® D 5 , 

l’équation (86) pourra être réduite à 

(88) • {Ai + Cv + /))j!+ Dfi + E)y = K — Di — En. 

Pour montrer une application numérique des méthodes développées dans ce para- 
graphe, proposons-nous de trouver quelle est la courbe représentée par l’équation 

( 89 ) .-jia:’ + Oxj' -4- 3j-* — 3a: — iij = o. 

m 

Dans ce cas, la formule ( 83 ) deviendra 

a H- -4- ôy' = 0 , ’ , 

ou 

(90) (æ-(-_y)(9a: + Ô7’) = o , 

et représentera deux droites distinctes, d’où il suit que la courbe (89) sera une hyper- 
bole. De plus , les dérivées de l'équation (89) , prises par rapport h a; et à y, savoir, 

*(9') + — 3 = 0, Sæ-J-Cy — 4 = 0 

donneront pour les coordonnées du centre 

ai= 2 , y — — i , 

et, en substituant ces coordonnées dans le premier membre de l'équation (89) , ou , ce • 
qui revient au même , dans la fraction 

jj-f 4 .V 

î ’ 

on trouvera pour résultat 
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( 8 * ) 

* = — I . 


Donc le* asymptote» de l’hyperbole (89) seront représentées par la formule 
(»4) ax*-J-5®_y4-3_y>_3x — 4;»= — 1 , 

I 

que l’on peut écrire comme il suit ; 

(98) (®+/— 0(** + 5j’— 0 = ® • 

En d’autres termes , ces asymptotes seront représentées l’une par l’équation 

{96) œ+jr=|, 

l’autre par l’équation 

( 97 ) . i» + 3/=i. 

Les asymptotes étant construites , il suffira de diriser en parties égales les angles qu’elles 
forment entre elles, pour obtenir les deux axes principaux de l'byperbole, et d’ailleurs 
cet axes seront représentés par Ja formule (76), qui, dans le cas présent, deviendra 


t9«) 


4*+5/-5 5s:46y-4 

*-a y-i 


Noos obterrerons, en terminant ce paragraphe, que, si deux lignes du second degré 
sont représentées par deux équations en x , jr, dans lesquelles te retrouvent les mêmes 
termes do second degré, cet deux lignes seront en même temps deux ellipses, deux 
cercles , deux hyperboles ou deux paraboles , chacune des ellipses pouvant , ainsi que 
chacun des cercles, se réduire il un point on disparaître, chacune des hyperboles pou- 
vant te réduire é set asymptotes, et chacune des paraboles 6 ton axe ou è deux droites 
parallèles è cet axe. Dans ces divers cas, l’une des deux lignes offrira touiours on axe prin- 
cipal ou des axes principaux parallèles è un axe principal ou h des axes principaux de 
l’autre. D’ailleurs, étant donnée une équation quelconque du second degré entre trois 
coordonnées rectangulaires x , jr , z , si l’on coupo la surface que celle équation 
représente par des plans parallèles au plan des x , y , les lignes d'intersection seront 
évidemment représentées par des équations en x . y , dans lesquelles on retrouvera 
tou)ourt le» même» termes du second degré. Donc , puisque le plan des x , y est 
entièrement arbitraire , on peut affirmer que , deux scctinns étant fuites dans une même 
surface du second degré par deux plans parallèles, l’une dus sections offrira toujours 
un axe principal ou des axes principaux parallèles è un axe principal on è des axes prin- 
cipaux do l’autre. 

III.* Axait. Il 
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$ a. DUcuuion det iurfaeu du ueond degré. 

Soient X , y, t le» coordonnée» d’un point rapportées à trait axe» rectangulaire». 
L’équation la plu» générâle de» »urface» du »econd degré »era de la forma 

t 

(i) +.8/’ + C»’ + + aE** ^Fxy + aG* + aflj'-f- a/t = iC , 

yf , B, C , D, E , F, G, II , I , K dé»ignant de» quantité» con»tante»; et le» 
équation» d’une droite menée par le point ((, a, () , do manière qu’elle fa»se ayeclea 
demi-axe» de» coordonnée» po»itive» le» angle» a , p , y renfermé» entre le» limite» 
0 , 0 , geront comprise» dan» la formnle 


(a) 


y-»i x-C 

cola CO»p C0»7 


Admellon» maintenant qne le point ({,«,() coïncide avec le milieu d’ooe corde de 
la surface (i) , et le point {x, jr, ») arec l’une des extrémités de cette corde. En dé- 
signant par ar la longueur de la corde, et posant, pour abréger, 


Î t = /icot'm-{-Bcot’P^ Cco9*7*^ aJ}co»peo» 7 *^ a£cos 7 CO$a aFcosacosp , 
U = Ài* ^-Ba* GÇ’ aDaÇ^ aECf aEÇa a GÇ + affn a/C , 

on établira aan» peine, comme on l'a fait dan» un précédent article [voyex la page i et 
luiv.] , le» deux équation» 

(4) ar’ -4-u=*>é[ , 


( 5 ) (Ài+Fe+Eii+G)m$a+(Pl+Bv+Dii+a)ootp-\-{Ei+Dr>+Ci+I)Qoiy-o. 

La seconde «le ce* équation» , si l’on y considère { , a , C comme variables , repré- 
sentera le plaa diamitrai qui renfermera le» milieux d’un système do corde* parallèle» 
de la surHace (i): et ce plan diamétral deviendra un plan principal, c’e»t-è-dire . un 
plan qui sera perpendiculaire aux cordes parallèle», de manière è diviser la surface (i) 
en deux partie» symétriques, si l’équation (6) subsiste on même temps que Ica suivantr» 

gj yfcosx.t.Eco3p«.£co97 Fco» x+ 8 co»p+ D C057 Ecosa+I)co)p+Cc0»7 

cosx “ co»p COS7 ’ 

?, co»*« + cos’p C0»*7= I . 
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D'ailloon on tiru de la formule (6) 


( 85 ) 


( 8 ) 


{A — <)cos» + f co»p + £oos7 = O , 
F coiiL + (B — r)co«,S -|-^C 057 =: o , 


V Erosa -f- D co 5|I (C — <)co97s o , 
puis, en éliminant les angles x, p, y. 


( 9 ) {A — s)(B - »)(C — j) - D'(A —s) — E‘(B — t) ^ F'{0^ i) + >DEF = o ; 


et, an tot<a de iu même fnnnalo , tVquotion ^5) •• réduit à 

- I 

( 10) »(f cosa + ticosp -p- I^cosy) + Geosx -f- H coip + /cosy = o . 

EnCn l’on proure aisément [voye^ 1rs pages 6 et suiv.], i,* que |cs trois racines d’’ 
l'équation (g) sont toujours réelles, que, dans le cas où ces racines sont inégales, 
les formules (8) fournissent des râleurs correspondantes, réelles et déterminées, pour 
les quantités cos» . cos? , oosy ; 5.' que, dans le cas où deux racines dé réquation (g) 

deTicnnent égales , les formules (R) fournissent un nombre inllni do sJrsténiM Aie valeurs 
de cosx , cosp , cosy correspondants b ces mêmes radnes, savoir, leus ceux qui 
vérifient l'étpialion (y) et la siilrante 

(11) EFcoi»-|-F/)cos^ 


Cela posé, il est clair que. pour chaque surface du second degré, il caistero toujours 

au moins deux plans principaux. Kn effet , comme l’équation (lo) représentera un plan 

déterminé, toutes les fois que les angles », p, y auront des valeurs déterminées , et • 

la quantité s une valeur différente do zéro, on peut alUrmer que la surface (i) offrira 

deux ou trois plans principaux, si deux ou trois racines de l'équation (g) sont inégales 

et différentes de zéro. Si In niéiiie équation a deux racines différentes de zéro, mais 

égales entre elles, la surface (i) offrira une infinité de plans principaux correspondants 

il ces racines et aux diverses valeurs de a , ^ . y qui vérifient les formules (y) et fi i). 

Goda, si l’équation (g) admet une seule racine diffiireolo île zéro, afeo deox racines 
onlles, I» première raciee cnntiiiuora de fournir ua plan principal de la aarface (i)i et, 
comme on xérifiera la formale (lo) on posant àiafais ' i .- 

(la) /=o, (i3) Ccosa4-fft'c*i^ + /“*sy— “s 

les racines milles correspondront elles -mémos è un oomhre infini de plans principaiu 
qui seront représentés par des équations de la forme 
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( «4 ) 

{COIa-|-nCO9^ + CC0«7 = COD»t , 


let valeurs de a, 7 étant délerminéei par Ica équations (7), (11] et (i 3 ). On 
peut, au reste, vérifier directement celte dernière assertion. En cfTel, si l'équation (g) 
a deuK racines nulles, l’équation (1) se réduira simplement è la formule (io 3 ) de la 
page (si)> c’est -è-dire, t ^ 

(. 5 ) DEFi~ + ^ + ^y + tGx-^tay+»Iz = K, 

et représentera on cylindre dont les génératrices , étant parallèles è la droite que déter- 
minent les deux équations 

~ ® C* 4 -tfj'-f-/* = o , 

formeront avec les axes coordonnés les angles a , p , 7 qui vérifient les formules (7) , 
(il) et (i 5 ). Donc tout plan représenté par l’équation (i 4 ) sera perpendiculaire à ces 
génératrices , et divisera la surface en deux parties symétriques , en sorte qu’on pourra 
le considérer comme un plan principal. Si let équations (16} et (17) se réduisaient è 
une seule, le cylindre te transformerait en un système de deux plant parallèles, et l’on 
pourrait ranger parmi let plans principaux non-seulement un troisième plan qui diviserait 
la distanco des deux premiers en parties égales , mais encore tous ceux qui leur seraient 
perpendiculaires. 

On ne peut supposer que les trois racines do l’équation (g) s’éranouisseut , è moins 
d’admettre que l’on a 

A = B = C = D — E — F=o. 

c’est-à-dire, à moins d’admettre que la formule (1) cesse d’étre une équation du premier 
degré. 

11 est encore facile de s’assurer que, parmi les plaut principaux relatifs à une surface 
du second degré, un peut toujours en trouver deux qui se coupent à angles droits. En 
eflet, si doux ou trois racines de l’équation (9) sont inégales et diffèrent de zéro, let 
plans principaux correspondants à ces racines seront, d'après ce qui a été dit dans un 
autre article [pages g et 10], perpendiculaires l’un à l'autre. Si la même équation a 
deux racines distinctes do zéro, mais égales entre elles, il existera uno infinité de plans 
principaux perpendiculaires aux diverses droites qui formeront avec les demi-axes des coor- 
données positives des angles a , ^ , 7 propres à vérifier la formule (1 >) , et par cou- 
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téquent tous les plans perpendiculaires b celui que représente l’équation (iG) seront des 
plans principaux. Or ces mêmes plans , considérés deux b deux , se couperont encore b 
angles droits. Enfin, si l’équation (g) admet une seule racine dilTérente de xéro avec 
deux racines nulles, le plan principal correspondant b la première racine et les plant 
principaux correspondants aux racines nulles devront toujours être perpendiculaires entre 
eux , puisque les normales b ces mêmes plans seront d^ droites perpendiculaires entre 
elles [ TOjei la page n ]. ) 

Il est maintenant facile de résoudre la question suivante. 

i.** PxoBLÊiK. Rechercher quetlet eont let diffirentec etpéee» de eurfaeee du ueoiid 
degri. 

Solution. Comme nous avons prouvé que , pour chaque surface do second degré , il 
existe au moins deux plans principaux perpendiculaires l'un b l'autre, on pourra les 
prendre pourplans des y,e et des a;,:. Alors l'équation de la surface ne devra pas 
être altérée quand on 7 remplacera a: par — x et / par — y; par conséquent les 
termes qui renfermeront les premières puissances de 0 et de y devront s’évanouir. 
Donc toute turfaee du second degri peut (tre reprisentée par «ne iquatien de la forme 

(18) Ax' + By' -{• Cl' -i- tlt = K. 


Comme cette proposition sert de fondement b la solution du problème qu’il s’agissait 
de résoudre, il ne sera fut inutile d’en offrir ici une seconde démonstration, qui exige 
moins de calcul que la première. ^ 

Etant donnée une surface quelconque du second degré, on peut toujours choisir les 
plans rectangulaires des x, y, des x, t et des y> *• de manière que le plan 
des X , y coupe la surface , et que l’axe des x coïncide avoc l’axe principal ou avec 
l’un des axes principaux de la section faite par ce même plan. D’ailleurs , si l’on sup- 
pose la surface du second degré représentée par l’équation (1) , la section faite par lo 
pion des X , y sera une ligne du second degré , représentée elle-même par la formule 

(a) Ax' + By' + sFxy + sCx + tHy = K : 

et, pour que l’axe des x soit un axe principal de cette ligne, il faudra que l’équation 

(а) ne soit pat altérée qnnnd on 7 remplacera x par ' — x, c’est-b -dire, que les 
termes du prrmier degré en x disparaissent, et que l’on ait en même temps F = o, 
G = o. Donc une surface quelconque du second degré pourra être représentée en 
coordonnées rectangulaires par la formule 

(б) Ax' By' Cz' s Dyt sEix »By -i- tlt<= K . 
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Mai( alors, la quantil(ÿ F élaot niduito |i rt^ro, Téqualioa (9) deviendra 

Cir> pour s'assurer (|UO cUo dernière a ses trois racines réelles, il suffit de substituer 
dans le premier membre les valeurs suivantes de s 



rangées par ordre de grandeur. En eflet supposons, pour fixer les idées, A < B- Les 
valeurs dont il s'agit, étant substituées dans lo premier membre do l’équation (c), four- 
niront les quatre résultats 

oe, ^JE\B—A), Arl)'[B^A). — «î 

et , comme CCS résultats seront aUcrBativemcnl positifs «t négalils. U est clair qoe l'é- 
quation (c) aura, dans l’hjrpolbèsc admise, trois racines réelles, la première inférieure 
k A , h seconde comprise entre A ul B , la troisième supérieure è B, Si l’on 
supposait, au conlrairo, A "> B , on établirait do la mémo manière l'existcnco de 
trois racines réelles qui seraient la première inférieure è B , la seconde comprise 
entre A cl B , la troisième supérieure è A, La réalité dos trois racines do l’é- 
quation (n) étani ainsi démontrée, on remarquera que ces trois racines ne peuvent s’é- 
vanouir è la fois , è moios quo l'on n'nit A-=so, B=bo, C%zo , D^o, B = o, 
c’est-à-dire, à moins que l’équalion (é) nc cesse d'étre du premier degré. Donc l'éqnallon 
^c) offrira toujours jii moins une racine différente de zéro. Ajoutons que, si l’on a«b- 
stituc, dans l’équation (10) , des valeurs de cos«, cos^ . cosv correspondantes è ces 
racines et propres à vérifier les équations (U] , on plutôt les suivantes 

(rf) (yé -s)cosa+Eco37=:?o , (/î - ajcosf + Dcosy = o , Eco5»+/)co3^+(C-s)cos7= o, 

l’équation (10) représentera toujours un plan principal de la surface (6). Donc, pour 
toute surface du second degré, il existe au moins un plan principal, c’est-à-cllrc , uu 
plan qui divise la surface en deux parties symétriques. Concevons à présent que l’on 
prenne ce plan principal pour plan des. x , z. L'équation de la surface ne devra pas 
être alléréu ipiaml on y remplacera jr par — jr . Donc elle sera do la forme 

(«) Ax' By' Cz' ^Ezx iCx tlz = K . 

D’ailleurs , le plan des y, z pouvant être eboisi arbitrairement, pourvu qu’il soit per- 
pendiculaire il celui des x , z , on pourra supposer qu'il renferme un axe principal 
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d'ane (ection faite dans la surface par un pian quelconque parallèle au plan des », s; 
et alors il est clair que les termes du premier degré en x devront disparaître dans la 
formule (e) , qui se réduira simplement 6 l'équation (i8). Donc l’équation (i8) est propre 
k représenter une surface quelconque du second degré. _ 

Oèaervons maintenant que , dans l’équation (i8) , on pourra toujours réduire à zéro le 

coefficient I, si la constante C n'est pat nulle, ^ la quantité K, si C étant 

nulle, / diffère de zéro. Car, pour j parvenir, il suffira de remplacer, dans le 

/ K 

premier cas, z par J*»* I^ *<iCODd cas, z par 

h-dire , de transporter l’origine sur l'axe des z au point qui a pour abscisse ^ 

C 

ou Cela posé, l’équation (i) prendra l’une des formes- 


(* 9 ) 

(ïo) 


Ax' + + C*' = ^ I 

Ax‘ Bjr’ + a/s = o. 


Do plus , si l’on suppose les coefficients A , B , C , I , K différents de zéro , il suf- 
fira do faire , dans la formule (19) 




et , dans la formule (so) , 


i = d=6- 

B — = ® > 


JC . 


A =±i- 


B = ±^, i=q=|. 


[a, ( , e désignant des quantités positives], pour ramener cet formules aux deux sui- 
vantes 



Or TéqUation (ai) comprend huit autres équations, savoir , 1.* l’équatioii 
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qui r«pré«enle un ellip«oi<le dont ki domt-oxesaoni n , 6 , e ; 


1 .* lea troia équationa 


(* 4 ) 



(>• 5 ) 



(. 6 ) 



dont chacono reprdaenlc un hyperboloïde h une nappe; 5.* lea troia équationa 


(*7) 


*• * 7’ f* 

«• c* 


I 


(i8) 



a* 


f* 


(*9) 



dont chacune repréaente un hyperboloide à deux nappca; 4-’ l’équation 


(5o) 


<r* y’ t’ 

T’ 6 ^ «• 


qui ne repréaente rien , attendu qu’on ne peut y aaliafairc par des valcura réelica dea 
coordonnéea. Quant )l la formule (ai) , elle comprend lea deux équationa 


(5i) 

(3i) 



dont la première repréaente an paraboloïde elliptique et la leconde.un paraboloide hy- 
perbolique. Si deux dea conatantea a, b, e devenaient égalea entre ellea , l'ellip- 
aoïde , l’hyperboloïde b une ou k deux nappea , et le paraboloïde elliptique pourraient te 
réduire b dea aurfacea de révolution. Si lea troia conatantea devenaient égalea , l’cUip- 
aoïde ae changerait en une aphère. ' 
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( 80 ) 

■ •• ™ 

* a. . 


Si l’on foisait éranouir, dans l’équalion (19) ou (so) , une ou plusieun des conslaole» 




m» - 




A. B 
degré 

, C , K , 1 , mais 
en X , y, t , on 

de manière que cette équation ne cessât pas d’être du second 
obtiendrait l’uoe des formules 

<35) 


Ax' -f- By^ 4- C z' — 0 , 



(34) 

By + Ci' = K, 

(35) Ax‘ + Cz'^K, 

(36) 

Ax' B y' — K , 

(3;) 

By' 4- Cs* = o , 

(38) /fx*4-C:* = o, 

(3g) 

Ax' 4- By' — 0 , 

(4o) 

Ax‘ = K , 

II 

(4») 

Cz' = K. 

(45) 

** = o. 

(44) j'* = o. 

(45) 

î* = 0 , 


(46) 


Ax’ -|- »J:= 20 . 


(4?) 


ü/' + a/îrso. 










Eu résiiinë , une turfacs du second degré ne peut être qu’un ellipsoïde , un bypor- 
*holoïde h une ou deux nappes, un poroboloïdo elliptique ou hyperbolique, uii cdne, 
un cylindre elliptique hyperbolique ou parabolique , enfin un système de deux plans 
qui se Coupent , ou do deux pians parallèles. De plus , dans la discussion des surfaces que 
représentent des équations du second degré, il faut observer i.'quo le cène peut se ré- 
duire é un point,: le système do deux plans qui se coupent & une droite, et le système 
de deux, plans p.nrallèles h un seul plnn ; 9.' que l’ellipsoïde , l'hypcrboloïde à une ou 

IIl.'.t»xli/. . 19 
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V 

. Al 
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^ Or l’équation (33) représente une surface conique du second degré, lorsque lus trois 
constantes A , B , C ne sont pas des quantités de même signe , et l’origine des coor- 
' données dans le cas contraire. Do plus, chacune des équations (34) , (35) , (3fi) repré- 
sente un cylindre elliptique, lorsque les coelficicnts du premier membre sont des quantités 
aflcclées du mémo signe que la constante K ; un cylindre hyperbolique , lorsque ces 
coeilicients sont des quantités de signes difierents; et no représente rien, lorsqu’ils sont 
affectés du même signe que la quantité — A', Chacune des équations (37), (.â8), 
-, (39) représente l’un des axes coordonnés ou deux plans qui renferment cet axe , suivant 
que les coeilicients du premier membre sont de mêmes signes ou do signes différents. 
’Chacuno des équations (4o) , (4>) • (4s) représente deux plans parallèles è l'un des pl.ans 
coordonnés , ou ne représente rien , suivant que le cocQieient du premier membre est ou 
^n’esl pas affecté du même signe que la constante A. Chacune des équations (43), (44), 
• ^(4$) représente un seul des plans coordonnés. Enfin les équations (4C), (4?) représentent 
' des cylindres hypcrboliqiief. Ajoutons que le cône et les cylindres elliptiques se transfor- 
.. ment en cène et cylindres droits à bases circulaires, lorsque, dans les équations (33), 
(34) , (35) , (36) , deux des coeificients A , B , C deriennent égaux entre eux. 
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a deux ntppc», le paraboloïde elliplique et le cylindre elliptique peuvent devenir de* 
surface* de révolution; 3.’ que rdliptoïde peut se réduire h une sphère; 4.* que l’ollip- 
loide, le cylindre elliptique et le* deux plans parallèle* peuvent devenir imaginaire* et 
disparaître. 


Parmi le* surface* que non* venons d’énumérer , relllp*oïde , l’hypcrboloïde è une ou 
k doux nappe* . et la surface conique» en supposant qu’on ne les réduise pas è des sur- 
face* de révolution, sont le» seules qui offrent un système unique do IroW plan» princi- 
paux et rectangulaire» entre eux. Si l’on joint à ce* surface» l’ellipaoïdo et l’hyperboloïdc 
de révolution, la «phère, et le cône droit è base circulaire, on aura toutes celle* qui 
offrent un centre unique , et en même temps toute» celle* dans lesquelle* il existe au 
moins trois plant principaux rectangulaire» entre eux, tan» que jamais deux plan» prin- 
cipaux puissent devenir parallèle» l’un è l’autre. Le paraboloïde elliptique . quand il ne 
sera pas de révolution , et le paraboloïde hyperbolique seront les seule» qui offriront sim- 
plement deux plan» principaux, et n’auront pas de centre. Le paraboloïde de révolution 
offrira une inCnité de plan» principaux patsanU par on môme axe. Le cylindre elliptique, 
quand il ne sera pas 4e révolution, le cylindre hyperbolique, et le système de deux plans 
parallèle* offriront une infinité de contre» situé» sur un mémo axe, avec une infinité de 
systèmes do trois plan» principaux et perpendiculaire» l’un è l’autre , chacun de ce» der- 
nier* systèmes étant composé de deux plan» déterminé» et passants par laxe, et d un 
plan quelconque perpendiculaire k l’axe. Le cylindre droit k base circulaire offrira encore 
une infinité de centre» situé» sur un axe, avec une inCnité de système» de trois plan» 
perpendiculaire» l’un h l’autre, et assujetti» k la seule condition que deux d’entre eux 
passent par l’axe , le troisième éunt perpendiculaire k l’axe. Le cylindre parabolique 
oUrira une infinité do plans principaux perpendiculaire* aux génératrices avec un seul 
plan principal passant par l’une de ce» même* génératrice*. Enfin le système do deux 
phn» parallèle» offrira pour plans principaux, non-seulement un troisième plan pa- 
rallèle, qui divisera la distance de» deux premiers en partie» égale» , et qui pourra être 
considéré comme le lieu de» centre», mal» encore tou» le» plans perpendiculaire» aux 
deux premiers. 

Dans le cas oii la surface («) a un centre unique, le» coordonnée* î , s , Ç do ce 
rentre soûl déterminée* [voyci la page 4] par le» équation» 

ih'.qj.'sUiis.ou. tire - 

* 


- ^ 




DifliÉizecU^r 


t oO 


-r 

- •• 


(BC-D')G+{DE-CF)lf+{FD-BE)I 
JBC-AD'-BB'-CF' + ^DEF 


( 49 ) 


(DE -CF) G +{Cji -E')H + [EF - ^D)l 
ABC-AD‘-BE'-CF' + ^DEF 


ç=. 


‘{FD~BE)G+{EF-JD)H*{AB-F^I 


ABC-AD'-BE*-CF'-iDEF 


Alort il quantité 

(ôo) i. = ABC — AD'^DE' — CF'-^%DEF 


(5i) #* — (/< 4- ü + + C/4 + /4fi — /)• — «• — — A = O» 


Donc» li 4 difl^ro do xëro, l’équation (q) n’aura paa de racînea nullet. Donc alors 
4 chaque direction principale correspondra un seul plan principal représenté par la for- 
inule (io)s et, comme il existe toujours an moins trois directions principales respecti- 
vemenl perpendiculaires l’une h l’autre [royex la page i3], la surface (;) offrira néces- 
sairement an moins un système de trois plans principaux qui se couperont h angles droits, 
mais elle n’offrira point de plans principaux parallèles. Donc cejte surface sera du nom- 
bre de celles qoe nous avons signalées comme ayant un centre unique; De plus , si l’on 
désigne par k la valeur de w correspondante aux valeurs de que déter- 

minent les Ibrmulcs (48) , on trouvera 


(5a) 


i:*,y**+Bn*-rCÇ*+aDsÇ+a£i:ç+aé’{a + aC{-faWi»+a/5 = G{+tfa+/ï»’ 


ou , ce qui revient au même , 


r' • 


diffère nécessairement de xéro. Réciproquement, lorsque celte quantité dilDire dezéro^^ 
les valeurs de { , a , C- tirées des formules ( 49 ) sont finies et déterminées, et, en sub- 
stituant ces valeurs daus la formule (a), on obtient les équations d’une droite qui ne 
peut rencontrer la surface ( 1 ) sans avoir avec elle deux points commnns situés à égales 
distances do point (if, a, (), Donc alors toute droite menée par le point ({, a, <) 
est un diamètre , et ce point un centre unique do la surface. On arriverait à la mémo 
conclusion, en observant que la quantité — 4 est précisément le dernier terme du 
premier membre de l’équation ( 9 ) , dans cette équation développée et mise sous la forme 








(SS) 4, 


(D’-BC)Q^E'-CA)H'^[F‘-AB)l'-i(EF-AD)BIMED-BE)IG-i.(DE-CF)Ga 


Dfgilfeed ^ ■ 


( 9» ) 

et, si le diamètre représeoté par l’équatioD ( 9 ) ref^conlre la surface ( 1 ) , la longueur in- 
terceptée par cette surface sur la même diamètre sera égaie au double de la longueur 
r déterniiuéo par l’équation 


( 54 ) 




que l’on déduit de la formule ( 4 ) en.prenant u = k. 

ConccTons è présent que, dans la formule (54) , on substitue successirement pour s 
les trois racines de l’équation ( 9 ). Los valeurs correspondantes de r seront toutes trois 
réelles , ou l’une imaginaire et les deux autres réelles, ou l’une réelle et les deux autres 
imaginaires, suivant que la surface (i) sera rencontrée par ses trois axes principaux, ou 
par deux de ces axes, ou par un seul d’entre eux , c’est-à-dire, en d’autres termes , sui- 
^■snt que la surface ( 1 ) sera un ellipsoïde, ou un hyperboloïde à une nappe, ou un hjr- 
^^rboloide à deux nappes. Donc, si l’on fait pour abréger , 


(55) 


/} = r> = 


K-k 


les trois valeurs de R , déterminées par les formules (5i) et (55), ou, en d’autres 
termes , les trois racines de l’équation 

(56) R^- (BC+CA+AR~D'-E'-F')^::^R'+{A+B-frC) 0 

A Am 


seront positives dans la première hypothèse. Donc cette équation (en vertu de la règle 
de Descartes*) oflrira trois variations de signe, et les trois produits 


(57) 


1 


{K-k)[AJrB-^C). 

{K-k)[AJfB-{-C)[BC-^CA-^AB — D'~E' — F ') , 
{K — k){BC+CA-irAB — D' — E' — F')k 


seront positifs. Aii contraire , dans la seconde hypothèse , deux valeurs de R étant 
positives et la Iroîsième négative, l’équation (56) offrira deux variations et une permanence 
de signe: par conséquent deux des produits ( 67 ) seront positifs, et le troisième négatif. 
Enfin , dans la dernière hypothèse , deux valeurs de R étant négatives et la troisième 
positive, un seul des produits (5y) sera positif, et les deux autres seront négatifs. Si 


* Celte appbcalioo de U règle de De ic«r4c« I la diiciiMioii dci furAcea du aecood degré a été donnée pour la 
première foUpar M. Petit (t. le tome a de la Correapondancc aor l'Ecole Polftecbni<{net publiée par .M.Uacbettej. 
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( 9 ? ) 

lei produit! (S7) étaient tons le« troia négatifs, les trois valeurs de r, fournies par 
réquation ( 54 ) > deviendraient imaginaires, et l’équation (i) ne représenterait plus au- 
cune surface. . ' ’ .7 

Comme les trois racines do l'équation ( 5 G) sont toujours réelles , lé second et le troi- 
sième termes ne peuvent disparaître simultanément, lorsque les quantités K — k et & 
dillèrcnt do séro. Alors aussi l'un de cos termes no peut disparaître sans que le terme 
précédent et le terme auivonl'sp Ircmvent afleclés de signes contraires. Il est aisé d’en 
conclure que , si A n’éÜant pas nulle , deux des produits ( 5 ;) viennent è s’évanouir , 
l'équation (1) représentera un hyperboloîde à une nappe ou è deux nappes, suivant que 
le troisième produit sera positif ou négatif. 

Il importe d'observer que , les quantités é et K — k étant dilTérontes de zéro, les 
racines positives de l’équation ( 56 ) seront en nombre impair ou en nombre pair, suivant 
que le produit / ’• > ^ < 

( 58 ) . • ; . ’ . (K-k)i . . ■ ; ' . 

sera positif ou négatif. Par conséquent l’équation (1) représentera ,, dans la première 
hypolbèse , un ellipsoïde ou un hyperiiôloïde è deux nappes , tandis que , dans la seconde 
hypothèse, la même équation représentera un hyperboloîde è une nappe, ou' ne repré- 
sentera rien. Ajoutons que, dans, la seconde hypothèse, les sections faites par les plans 
coordonnés , et représentées par les formules • 


(59) 

(60) 

(61) 


Bjr‘ -j- Cf’ -j- aDff 4 - -t-a/f = X , 

Cf’ -4-/fx’-j-8Bîas-j--9/î -4-sG®= K , 
y^x’ -j- Bj’ ■j-'sDxy -j- sC* -f- K . 


seront des courbes réelles si l’équation (1) est celle d’un hyperboloîde & nne nappe, et 
disparaîtront entièrement si cette équation ne représente. rien. .Donc alors, pour que la 
suriàce (1) existe, il suffira que l’une des dilTérencet 

« * I * ' ■ ■ •' r * 

(6s) .. BC~-D’, cJ—E’, AB-^F’' , . ’ ' * 

toit ttégatire» ou que, cee trois dtfTérences étant posîtiTes, l*un des produits 


(63) (Ü + C)(i:-*.). • (G + ^) («-*.). (A^B)(K-é^) 

soit négatif, k, k, , A| désignant trois quantités déterminées par les formules 
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( 64 ) 

(65) 

( 66 ) 


(^4 ) 

Bl'-aDHI + CH' 
D'-BC 


; ■ CQ'-iElG+JI' 
£'-CA 


1<i = 


JB'-tTGB+BG' 

F’-AB 


üb«er?on« encore que , K — 4 et A étant poMtires , le* trou r*eine* de l’équation (5 1 ). 
et par auite de l'équation (56) , seront ou ne seront pas des quantités de même signe , 
suivant que les deux conditions 


(67) ‘ BC + CA^AB — D’ — E‘ — P'>o.- (A + B + C)i^>o. 

seront ou ne seront pas satisfaites. Dans le premier cas, l'équation (i) représentera un 
ellipoîde, ou ne représentera rien. Dana le second cas, la surface ( 1 ) sera un byper- 
boloïde 5 une nappe ou k deux nappes , et par conséquent cette surface s’étendra indéfini- 
ment , soit dans lo sens de* coordonnée* positive* , soit dans le sens des coordonnées né- 
gatives. 

Il est bon de remarquer que l’on a généralement 


(68) - 


Ax—.{CA—E'){AB — F') — {AD — EFy. 
Bi = (AB -.P')(BC — D') — (BE — FDy . 
f7a = (BC *-D'){CA — E') — (CF — DE)’ , 


et qu’en conséquence la seconde de* conditions ( 67 ) peut s’écrire comme il suit ; 


( {CA — E'){AB — F')-\-(AB~F')(BC^D')-^(BC — D')(CA — E') > 
(69) < , . • ' ' 

, ( , (AD — EF)'-\.(BE—FDy-\-(CF — DE)'. 

Les régies que nous venons d’établir s’étendent au cas même ofi , les quantités A et 
E — k étant différentes de léro, cbacune des équations (Si), (56) offrirait deux ou * 
Sroia racines ^alea. Seulement alors l'ellipsoïde et l’hyperboloïde é une ou è deux nappes 
se réduiraient à des surfaces de révolution , ou même à une spbère [voyex le* pages ao 
et ai]. Aioutons que l’équation (5s) offrira deux racine* égales, ai l’on a] 
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y. 




DE 


( 7 ")‘ D~-"" Ë~^'' ?"'■ 

•* <« 

[ToyA la page il-], et Iroii racine* égale*, »i l'on a 

^ ] . 

( 71 ) A^B=^C, ' D = B = F = o, 


Si. 
la foi* 


A 'n'étaiit pai nulle, la dilTérence K — k a’éTanouiMait, en «orte qu'on e&t 


A’>o, 


K = k, 


(7*) 

la fofisule ( 5 s) donnerait ‘ * ' ' ' 

* 9 

(,-3) ,#{»+Z>n* + Cï- + *D«i: + s£Ç5+aFÇ« + aGE4-aff» + a/<; = Ji: ’ , 

i 

et par contéqucnl l’équation (1), étant trérillée par le* râleurs de' { , •), ( tirées des 
furmulcs (4g) , ne pourrait représenter qu’une surface dont le centre serait unique et 
situé sur celte même surface. Donc la surface (i) serait nécessairement un cùne qui 
aurait ponr sommet le point ((, s, () » et qui pourrait se réduire k ce poiul. Dans la 
même hypothèse, il suflBrait d'attribuer à plusieurs ou même à une seule de* quantités 
A , B , G D , E , F , G , H , l des accroissements inGniment petits, pour trans- 
former l’équation (1) en une équation du même genre, dont les coeŒcienls ne sériGe- 
raient plot la seconde de* conditions (7e) . et par conséquent en une équation propre è 
représenter un ellipsoïde réel ou imaginaire, ou un hyperboloïde. Alors l’ordonnée de 
la surface conique ou la râleur de z tirée de l’équation (1) pourrait être considérée 
comme la limite rers laquelle conrergorait la râleur de z tirée do la nourello équa- 
tion. D’ailleurs b seconde râleur de z représentera l’ordonnée d’un ellipsoïde im.a- 
ginaire ou d’un ellipsoïde réel, mais dont les axes seront inGniment petits, et deviendra 
par conséquent imaginaire pour toutes les râleurs de x , y qui ne seront pas sensi- 
blement égales aux coordonnées a du centre de l’ellipsoïde , si les conditions (67) 
sont rérifiécs; tandis que, dans le cas contraire, elle représentera l’ordonnée d’un 
hyperboloïde, et ne cessera jamais d’étre réelle. Donc la limite rers laquelle convergera 
celle seconde valeur de z, ou l’ordotMiée de la surface (1) sera elle-même, pour de* 
valeurs (le x et de y distinctes de 1^ et de a , ' toujours, réelle ou toujours 
imaginaire, suivant que les conditions (C7) seront ou ne seront pas salisfiiles; et la 
surface conique , constamment réelle dans le second cas',' se réduira, dans le premier 
cas, è un point unique. • j i >, 

Concevons i présent que 1 1 con liliun . ' 

b 4 ) 
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vK' ( 96 ) 

loil tatufaite. L’équation (9) offrira une racine nulle, et n’en offrira qu’une de cette 
e«pèce,ai l'on n’a pas en même temps [royez la page 18] 


( 75 ) 



FD 

~ E ■ 



Alors aux deux autres racines de l’équation (9) , siiÎTant qu’elles seront égales ou iné- 
gales , correspondront deux directions principales ou une inlinilé de directions princi- 
pales parallèles k une même droite. Quant k lu racine nulle, elle ne fournira aucun 
plan principal, si les angles « , p , y , quo la direction principale correspondante forme 
avec les demi-axes des coordonnées positives, ne vérifient pas la condition (i 3 ); tandis 
que, dans le cas contraire, tous les plans perpendiculaires k la direction dont il s'agit 
seront cnçore des plans principaux. Enfin, asi l'équation (9) a deux racines nulles, ou, 
en d'autres termes , si les conditions (y 5 ) sont vérifiées , la troisième racine de l’équa- 
tion (9) fournira un plan principal dont la position sera complètement déterminée. Dans 
le mémo cas, si les équations (iG) et (17) sont distinctes l'une de l'autre, les racines 
nulles fourniront une infinité de plans principaux perpendiculaires k la droite représentée 
par ces équations; mais, si les équations (iG) et (17) se réduisent k une seule, elles re- 
présenteront on plan unique , et tous les plans qui lui seront perpendiculaires seront 
autant de plans principaux. Il suit évidemment de ces diverses remarques que les sur- 
faces qui pourront être représentées par l’équation (1), dans le cas où la condition 
(74) se trouvera satisfaite, seront nécessairement un paraboloïde elliptique ou hyperbo- 
lique, si l’équation (9) offre une racine nulle correspondante k des angles a, P, y qui 
ne vérifient pas la condition (i 3 ) , et doux autres racines inégales; un parabololde de 
révolution , si l'équ-ation (9) offre une racine nulle correspondante k des angles qui ne 
vérifient pas la condition (i 5 ), et deux autres' racines égales entre elles; un cylindre 
elliptique ou hyperbolique, qui pourra devenir un cylindre droit k base circulaire , ou se 
réduire k un système de deux plant non parallèles, si l’équation (9) offre uno racine 
nulle correspondante k des angles qui vérifient la condition (i 3 ) , et deux autres racines 
inégales ou égaler; un cylindre parabolique, si l’équation (9) offre deux racines nulles 
déterminées, et si, cti roéuie temps, les équations (iG) , (17] sont distinctes l’une de 
l’autre; enfin un système de deux plant parallèles, si l'équation (9) offre deux racines 
nulles, et sb, en même temps, les formules (iG), (17} se réduisent k une seule. Parmi 
cet surfaces , les seules qui ne soient pas dépourvues de centre seront le cylindre ellip- 
tique ou hyperbolique, et lu système de deux plans parallèles ou non parallèles; c’est- 
k-dirc, les surfaces qu’on obtiendra lorsque l’équation (9) ayant une racine nulle, les 
valeurs correspondantes de x, p, y vérifieront la formule (i 5 ), ou lorsque, l’équa- 
tiou (9) ayant deux racines nulles, les diverses valeurs do », p, 7 correspondantes 
k ces racines , c’est-k-dire, les diverses valeurs propres k vérifier les formules (7) et (1 1) 
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reodront identique l'équation (i 5 ). Il ott d’ailleurs facile do s’assurer directement que, 
dans le cas oii toutes les valeurs de a , P , 7 , déduites des formules (8) à l’aide de 
la supposition s = o, vérifient encore la formule (i 5 ), la surface représentée par 
l’équation (>) offre une infinité de centres situés sur un axe ou sur un plan parallèle au 
plan que représente l’équation (l7). En effet, supposons d’abord que, parmi les trois 
équations 

(76) ^cosa4'#'cos^4’£eos7=o, Feota+Beotp+Dcoi7=:o, £cosa-f Doos^-f Ccos7=o, 

il 7 en ait deux, par exemple , les deux premières , qui soient distinctes l’une de l’autre ; 
on aura nécessairement 

( 77 ) (yiB — Fr>o. 

Car , si la condition , ' 

(78) " . AB — F' = o 

se trouvait remplie , en désignant par t la valeur commune des deux rapports 

F B 

A ’ F ' 


on tirerait des deux premières équations (76) 


(79) 

- 

COSa-f-p CO*P = 

= 0 , 

C087 = 0, 

( 80 ) 


eosa oos^ 

cosy 

— ± ' ' 


P ~ -1 " 

0 



et, pour que les valeurs de cosa , cos^ , C0S7 , déterminées par les formules (79) ou 
(80) , fussent propres è vérifier la. troisième des équations (76) , il faudrait que l’on eût 
D 

encore — = p , et par suite 



Mais alors les deux premières des équations (76] cesseraient d’étre , comme on l’a supposé , 
distinclos l’une de l’autre.' De plut, la condition (78) n’étant pas remplie, on tirera des 
deux premières équations (76) , combinées avec la formule (7) , des valeurs déterminées 
de cosa , co§? , COS7 , savoir celles que fournira la formule 

IlI.'ARXéx. i 5 
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^l{FD-BEy + {EF~JDY-^(AB-F^y 


^ CoSa cos9 

fnw^TFTTD 

dan) laqueHe le radical aura une valeur dUTérenle de zdro. Or, pour que ces valeurs 
salisfassenl non-seulement à la troisième des équations (7C), mais encore à l’équation (i3), 
il sera nécessaire que les cocillcieots A , B , C , D , E , F , G , H , / vérifient 
non-seulement la condition ^ „ 

(83) E{FP — BE)-^D[EF — AD)-\-C{AB — F') = o, . . 

qui n’est autre que la formule ( 74 ) , mais encore la suivante 


( 9 « ) 

COS7 , 


(84) G (FD — BE)+H(EF — AD) + I{AB — F’) = o. 


Cela posé, il est clair que, dans l'hypothèse admlae, les deux premières des équations 
(48) fourniront des valeurs finies et déterminées des deux inconnues £ , n , exprimées 
en fonction de ç , savoir, ' ' , 


(85) 


FD-BE , , FH-BG 

5 JD P» 


AB-F‘ 


AB-F‘ 


EF-AD , FG-AU 
AB-F' AB-F‘ 


çt que ces valeurs , substituées dans la troisième des équations (48), la vérifieront quelle 
que soit Donc alors il existera une droite unique et déterminée, dont les coor- 

données $ , a , ( Satisferont aux trois équations (48) ; d'oii il résulte qu’elle sera 
comprise dans les divers plans diamétraux représentés par la formule (5) , ainsi que dans 
les plans principaux correspondants è celles des racines de l’équation ( 9 ) qui diOèrcront 
de zéro. Ajoutons 1 ,* que la même droite sera perpendiculaire eo chacun de ses points 
h l’un des plans principaux et parallèles entre eux qui correspondront è la racine nulle 
de l’équation ( 9 ) ; a^° que les pions principaux qui passeront par cette droite , réduits h 
deux plans déterminés, si l'équation ( 9 ) n’a pas de racines égales, et pris deux è deux 
dans le cas coulraire, seront perpendiculaires l’un à l’autre. Donc chaque point de la 
droite dont il s’agit , étant le point d’intersection du trois plans principaux et rectangu- 
laires, sera un centre de la surface représentée par l’équation ( 1 ). 

Supposons moinleuant que chacune des équations ( 76 ) se confonde avec les deux 
autres, et que toutes les valeurs de cos» , cos? , cony propres à vérifier l’une 
d’entre eNea avec-la formule ( 7 } vérifiaitt encore l'équation (i3). Un niim nécessai- 
rement 

(8C) . A:F:E.G::F:B:ü:/l::E:D:C:l; 
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et par auite Ica Iroia équationa ( 48 ) ao réduiront à une seule qui représentera un plan 
déterminé, arec lequel colucideront tous Jea plana idiamétraus Mpréaoiitéa par la for- 
mule ( 5 ). De plus, ce plan étant parallèle^ celui que déti.-rmine Ja formule (i6) nu 
(17), et par conséquent à toutes les directions principalos.^^rrespondantes aux deux 
racines nulles de l’équation (ij) , coupera ccrlainemont à angles droits la direction prin- 
cipale correspondante à la trojaièmo racine, ot sera un plan principal. Enrin, comme 
tous les plans qui seront perpendiculaires à celui-ci couperont à angles droits des direc- 
tions principales correspondantes aux racines nitlles , ils seront encore des plans princi- 
paux. Cela posé , il est clair que tout point du plan représenté par l'une des équations 
(48) sera le point d’intersection de trois plans principaux perpendiculaires l’un à l’autn' . 
et par suite un centre .de la surface (1). 

• , 

il iaaporto d’obseraer que. dans 4 ous les cas ob la surface (1) offriro une inCnité dr 
centres , les coordonnées de ces divers centres , étant substituées dans l’équation ( 5 s) , 
fonrniront une valeur unique de la constante k . En effet supposons d’abord que , 
deux des équations (76) , par exemple , les deux premières étant distinctes l'une de 
l’autre , on en déduise des valeurs de cos« , ootp , cosr propres b vérifier la formule 
(| 5 ). Alors la condition (77) sera remplie, c’est-à-dire, que AB — F' différera de 
xéro; puis, en combinant l’équation (Sa) arec les formules ( 85 ), et ayant égard à la 
condition (84), on trouvera, quelle que soit ( , 

. ■ AH»-^FGU+BG' 

*= 

En d’autres termes, ou aura 

/• . I ' 

A = *i. 


la valeur de A] étant celle que déteeniine la formule (6G). On trouverait de même, 
en supposont la troisième des équation» (76) distincte de la première ou de la seconde , 

h—k\, ou kxk,. 

Donc , si , la surface ( 1 ) ayant une infinité de centres , les équations (76) no se réduisent 
pas à une seule, la formule (S2) donnera généralement 


(87) k = k, = k,z=kj, 

les valeurs de k, , k, , 4 j étant celles qui déleraiipent les équations (64) , ( 65 ) , (66). 
On aura donc nécoisairement , dans celte hypothèse, l’équation de condition 

( 88 ) •* ' k, = k,zznki , 
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JB'-iFGH+BG’ 
F'-AB 

Seulement, si l’une de* difTérences 

(90) . BC — D’, CA — E', AB — F' 


(89) 


W-îDff/ + ( 7 H* 
D'-BC 


CG’-iEIG-Àl' 

B'-CA 


Tenoit i s’éranouir, Tune des quantités k, , k, , se présenterait sous la forme — . 

O 

Supposons , en second lieu , les équations (76) réduites à une seule qui s’accorde avec 
l’équation (i 3 ). Les conditions ( 80 ) seront rériCées , et la surface (1) ne pourra être 
qu’un système de deux plans parallèles è un troisième plan qui, étant le lieu des centres, 
sera représenté par chacune des équations ( 48 ).- Or on tirera de ces dernières équations, 
en ayant égard aux conditions (86) , 

G* n* f* 

(9.) . + = 


et par suite la formule ( 3 a) donnera 




quelles que soient les coordonnées $ , s > qui pourront rester arbitraires. Alors aussi 
les coefficients A , B , C , D . E , F , G , //,/ Térifieront nécessairement l’é- 
quation de condition 


( 9 î) 


— — ËL — lL 

A ~ B ~ C 


Lorsque la surface (1) représente on cylindre elliptique réduit è ses axes, ou un cy- 
lindre hyperbolique réduit au système de deux plans qui se coupent , ou un système de 
deux plans parallèles réduits à un seul plan , les valeurs de ( , v , ( propres k vérifier 
les formules (48) satisfont nécessairement è l’équation (>) , et par suite la valeur de k, 
déterminée par la formule (8y) ou (9a), vérifie lu seconde des conditions (7a). 

Observons encore que, si, la quantité a étant nulle, la surface (1) est dépourvue 
de centres , cette surface sera toujours réelle. En effet , supposons d'abord qu'une seule 
des racines de l'équation (9) s'évanouisse , et que les valeurs correspondantes de cos« , 
cosp , C0S7, déterminées par les formules (76), ne vérifient pas l’équation’(i^. Si, 
par un point ((,»,() choisi arbitrairement , on mène une droite qui , prolongée dans 
un certain sens , forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles i, ^ , 7 , 
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et , $i l’on nomme r la diaUnce meiurée sur celle droite depuis le point (ï.", î) 
jusqu'à un point quelconque («, jr, z) , on aura 


( 94 ) 


g-; _ y-n _ i-t 

cos« côap cos 7 ’ 


le signe -j* — devant être adopté , suivant que la distance r sera comptée 

dans un sens ou dans un autre. D’ailleurs, si l’on substitue dans l’équation (i) les valeurs 
de a; , ^ , Z tirées de la formule (9/1) , et si l'on observe que , dans le cas présent , 
la valeur de s déterminée par la première des formules ( 5 ) se réduit à zéro, on trouvera, 
on ayant égard aux équations (76) et à la seconde des équations ( 3 ) , 

v 

(95) iir(Gcosot-|-/fcosp + /COS7) + a = iC , 

ou^, ce qui revient au même , 


(96) 




K-u 

GcoioL+Hcos^+lcosy 


Or il est clair que, dans l’hypothèse admise, la formule (96) fournira une valeur réelle 
finie et positive de r , pourvu que l'on dispose du double signe de mauière à rendre 
le second membre positif, c’est-à-dire, pourvu que l’on prolonge dans un sens conve* 
nable la droite menée par le point (t , a , C) . Donc celte droite rencontrera toujours 
la surface (1) , qui sera nécessairement réelle. Nous savons d’ailleurs que cette surface 
ne pourra être qu’un paraboloïde'elliptique ou hyperbolique. 

Supposons en second lieu que deux racines de l’équation (9) s’évanouissent, mais que 
les divers systèmes de valeurs de coss , cosJ 9 , cosy , qui correspondent alors à ces 
deux Peines, et qui sont en nombre infini, ne vérifient pas tous l’équation (i 3 ). Si l'on 
emploie un de ces systèmes , la droite que détermine la formule (94) , rencontrera encore 
la surface (1) à une distance finie du point (t , a , () , toutes les fois que l’équation (i 3 ) 
ne sera pas vérifiée. Donc la surface (1) sera réelle'. Nous savons d’ailleurs qu’elle ne 
pourra être q u’un cylindre parabolique. 

Faisons voi^iaintenant comment on peut, en partant de l'équation (1) , distinguer le 
paraboloïde elliptique do paraboloide hyperbolique, le cylindre elliptique réel on ima- 
ginaire , ou réduit à son axe , du cylindre hyperbolique ou de deux plans qui se coupent , 
enfin le système de deux plans parallèles et réels ou un seul plan' réel du système de 
deux plans imaginaires. Pour y parvenir, il suffira de substituer à l'équation (■) une 
autre éqaélioo du même genre, savoir, celle qu’on obtient quand ou attribue aux coef- 
ficients A, B, C,Û,E, F, ou à l’un d’eux seulement , un accroissement infi- 
niment petit , de manière quo la quantité a cesse d’être nu^ie , et que la quantité 
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K — k , dilRre de zéro. Alor« la surface (i) se trourera transfarmée ea one autre qoe 
nous nommerons surface niiziliairo, et qui, oUrant un centre unique, ne pourra être 
qu'un ellipsoïde réel ou imaginaire, un hjrperboloide à une nappe, ou un lirperboloîde à 
deux nappes. Or il est clair i.‘ que la valeur do z en æ et ^ , fournie par réquation 
de la surface auxiliaire, aura pour limite la valeur de z fournie par l’équation (i); 
1.* que les trois valeurs de » relatives aux axes principaux do la surface auxiliaire 
auront pour limites les trois raqines do l'équation (5i), et qu’en conséquence une ou 
deux de ces valeurs seront inilnimcnt petites suivant que l’équation (âi) offrira une ou 
deux racines milles, tandis que le.s deux autres valeurs ou du moins la dernière se 
réduiront scnsibicineut aux deux racines de l’équation 

(97) ,- — {4 + BJrC)s + BC+CA + AB — D' — E' — F' = o, ■ 

ou b In racine unique de lu suivante . 

<9«) t — {A + B + C) = oi 

5.* quo les longueurs interceptées par la surface auxiliaire sur scs axes principaux, et 
correspondantes k des valeurs finies de a, auront pour limites les voleurs réelles et 
finies de s ^7*, auxquelles on parviendra en combinant la formule (54) avec l’é- 
quation (97) ou (qd); c’est- k-dire , en d’autres termes, que les axes réok de la auriaee 
•DRiliaire qui correspondront k des valeurs finies de $ , auront pour limites les valeurs 
réelles do s i/JT déterminées par la formule 

(90) {BC + CA-\-AB — D’—E' — F')R’—[A + B + C){K—k)R + {K-ky=o, 
ou par U suivante 

(100) {A-ifB + C)R — {K — k)=o. 

Donc, si la surface (1) offre une infinité de centres situés sur un même axe ou sur un 
mémo plan , les valeurs réelles et positives do 2 ^/7^ tirées de l’équation (99) ou (100) 
exprimeront précisément les axes réels ou l'axe réel de la section faite la surface (1) 
devenue cylindrique par oq plan perpendicidairo k la ligne des centres ,'"ou la distance^ 
des plans parallèles dont le système sera représenté par l'équation (1). Rsmarquoos 
d’ailleurs que l’équation (99) admettra deux racines positives , ou en aura une seitlo . 
au n’en aura aucune , suivant que les premières des deux expressions (67) seront toutes 
les deux positives, ou l’une positive, l’autre négative, ou toutes les deux négatives; et 
qu’en conséquence, si la surface (1) est cylindrique, la section faite par un plan perpen- 
diculaire k la ligne des centres se réduira ou non k une bypcybole, suivant que le produit 
de ces expressioDS , qqj pourra être remplacé par le polynôme 
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BC-\-CA + AB — D' — E* — F’, 


sera lui-radmo positif ou négatif. Obscrrons enfin que, si la quantité ^ étant nulle, 
la surface (i) reste dépourriie de centres, cette surface ne pourra être qu’un parabo- 
loïdo dont i’axc principal correspondra toujours b la rncino nulle de l’équation ( 5 i), 
et qu’elle sera en cflet un paraboloîde hyperbolique ou elliptique, suivant que la section 
faite dans la surface auxiliaire par le plan principal perpendiculaire b l'axe du parabn- 
loïde sera ou ne sera pas ugo hyperbole , c’est-b-dire , en d'autres termes , suivant que 
les deux racines de l’équation (97) seront de signes contraires ou de même signe. Cela 
posé, l’équation (i) représentera évidemment un parabotoïde elliptique, si l'équatio'n (âi) 
oflre une seule racine nulle correspondante b des valeurs de » , ^ , 7 qui ne vérifient 
pas la formule (i 5 ), et, si en même temps le dernier terme de l’équation (97) ou lo 
polynomo (101) est positif; un paraboloïde hyperbolique, si l’équation (Si) olTro une 
racine nulle correspondante b des valeurs de a , ^ , y qui ne vérilient pas la formule 
(i 3 ), et, si en même temps le polynôme (toi) est négatif; un cylindre elliptique, nu 
hyperbolique, ou imaginaire, si l’équation ( 3 t) offre une seule racine nulle corres- 
pondante b des valeurs de a, Y qui vérifient la formule (i 3 ), savoir, un cy- 
lindre elliptique, si les deux premiers des produits (Sy) sont positifs, un cylindre 
hyperbolique, s’ils sont l'un positif, l’autre négatif, et un cylindre imaginaire, s'ils 
sont tous deux négatifs; un cylindre parabolique, si l’équation ( 5 i) offre deux racines 
nulles correspondantes b des valeurs de a , ^ , 7 qui ne vérifient pas cons- 
tamment la formule (i 3 ); enfin deux plans parallèles, si l’équation ( 5 i) offre deux 
racines nulles correspondantes b une infinité de systèmes de valeurs de a , ^ , 7 qui 
tous vérifient la formule (i 3 ). Ajoutons i.'quc le cylindre elliptique se transformerait 
en un cylindre b base circulaire, si , dans l’équation (Si) , les deux racines différentes de 
zéro devenaient égales entre elles; s.* que lo cylindre elliptique ou hyperbolique se 
trouvera réduit b une droite ou au système de deux plans non parallèles, si la valeur de 
k déterminée par la furiiiule (87) vérifie la seconde des équations (79) , savoir, b une 
droite, si le polyuomc (toi) est positif, et au système de deux plans parallèles, si le 
même polynôme est négatif; 3 .* que les deux plans parallèles se réduiront b un seul , si 
la valeur de k déterminée par la formule (92) devient égale b K , et disparaîtront 
si la valeur de B déterminéo par la formule (100] devient négative, c’est-b-dire , si le 
premier des produits (Sy) est négatif. 

Les règles que nohs venons de tracer, jointes b celles que nous avons données ci- 
dessus pour In distinctiou îles surfaces qui ont un centre uniquo , auQwenl évidemment 
pojjr Compléter ia solution de la question suivante. 

x.* PooaL&UR. Etant donnée une équation du second degré entre trois eooMonnée* 
rectangulaire» SB , y , i , déterminer ('espèce de la surface représentée par cette équa- 
tion. 
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Lurtque lu «urface (i) esl un hyperboloîde à uoe ou à deux nappe* , et que Ton sup- 
pose dans la forjuule (a] les coordonnées { . v , C déterminées par les formules (48) , 
alors, pour rendre la formule (a) propre à représenter une asymptote menée é cette 
surface par le poiut (S, a, ;), il suflit de choisir les angles a, p, 7 de manière 
que la distance r déterminée par la formule ( 54 ) defienne infinie, et par conséquent 
de manière k vérifier l’équation 

(loa) _ s = o , 

ou ' 

(10 5 ) ■ ^cos's-|-ficos’^-|-Ccos'7-(-a/)cospoos7-f-a£cos70osa-|-aV^oosaootp = o. 

Donc toutes les asymptotes menées è la surface (1) par son centre seront comprises dans 
la surGice conique du second degré représentée par l’équation 

(. 04 ) ,#(»- 0 -+«(j'-)*+C(t-l:)- 4 -aX)( 7 -a)(t-î) + a£(»-i;)(*-Ç) + af(»- 0 (y-")=o, 

que produit l’élimination des angles > , p , 7 entre les formules (a) et (io 3 ). Le cône 
terminé par cette nouvelle surface est ce qu’on peut appeler le cône asympunique de 
l’hyperlioloide proposé. Remarquons d’ailleurs qu’en vertu des formules ( 48 ) et ( 5 a) 
l’équation (lo4) pourra être réduite è 

I.orsque la surface ( 1 ) se transforme en une surface conique , on a k = K , et la for- 
mule (io 5 ) te réduit , comme on devait s’y attendre, è l’équation (1). 

Lorsque l'hyperboloide représenté par l’équation (1) a pour centre l’origine même de* 
coordonnées, cette équation devient 

(106) /f *• -f- By’ + Ct' %Djt aEzx + »Fxy = K , 

< t l’équation du cône asymptotique se réduit nécessairement è 

(107) Ax’ By' Cz' iDyt -{• aEzx-^- aFxy = O , * 

S 1 I arrive, an contraire, que l’hyperboloîde n’ait pas l’origine pour centre, l’équation 
(107) représentera non plus le cône asymptotique, mais un cône semblable qui aura 
pour centre l’origine et pour génératrices des droites parallèles aux génératrices du cône 
asymptotique. 

Lorsque l’équation (i) cesse de représenter un hyperboloîde, la surface (107) peut 
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pe Irantformer on an «ydème de deux plana non parallèles , ou même se réduire è un 
seul plan , ou è une seule droite , ou è un seul point. Il est d’ailleurs facile de recon- 
naître quelles sont les diverses formes de la surface (107) qui correspondent è des formes 
déterminées de la surface (1). En effet , comme dans les équations de ces deux surfaces 
les termes du second degré offrent les mêmes coefficients, la formule ( 5 i) ne variera 
pat quand on passera d'une surface è l'autre. Cela posé , on déduira facilement des re- 
marques que nous avons faites sur la formule ( 5 i) les conclusions tuivanles. 

Si l'équation (Si) offre trois racines égaies ou inégales, mais do même signe et dif- 
férontes de xéro, l’équation (1) représentera un ellipsoïde réel ou imaginaire qui pourro 
se réduire è une sphère ou è ün point, et en même temps l'équation (107) représentera 
un point unique. Si l’équation (Si) offre trois racines différentes de xéro, et qui ne 
soient pas toutes do même signe, la surface (1) sera un bjrperboloïde è une ou è deux 
nappes, qui pourra te réduire è un cène , cl en même temps l’équalion (107) représentera 
une surface conique. Si l’équation ( 5 i) offre une racine nulle et deux autres racines dif- 
férentes de xéro, mais affectées du même signe, la surface (1) sera un paraboloïdc el- 
liptique, ou un cylindre elliptique qui pourra se réduire è son axe, ou devenir imagi- 
naire, et en mémo temps l’équation (107) représentera une droite. Si l’équation (Si) 
offre une racine nulle, avec deux autres racines différentes de xéro, mais affectées de 
signes contraires, la surface (1) sera un parabololde hyperbolique, ou un cylindre hy- 
perbolique qui pourra se réduire au système de deux plans non parallèles, et l’équation 
(107) représentera un semblable système. Enfin, si l’équation (Si) offre deux racines 
nulles, la surface (1) sera un cylindro parabolique ou un système de deux plans paral- 
lèles qui pourront te réduire è un seul ou devenir imaginaires, et l’équation (107) re- 
présentera un plan unique. Donc, en résumé, les diverses surfaces qui pourront être 
représentées par l’équation (107) te réduiront è un point, si l’équation (1) représente 
un elliptoide^ è une surface conique , si l’équation (1) représente un hypcrboloîde ou un 
cône; à une droite, si la surface (1) est. un parabololde elliptique ou un cylindre ellip- 
tique; au système do deux plant non parallèles, si l’équation (1) représente un parabo- 
loide hyperbolique ou un cylindre hyperbolique; enfin b un seul plan, si l’équation (1) 
représente un cylindre parabolique ou un système de deux plans parallèles. Il est d'ail- 
leurs essentiel de se rappeler 1.* que rcllipsoïdc peut se réduire è une sphère ou è un 
point, le cylindre elliptique è une droite, le cylindre hyperbolique è deux plans non 
parallèles, et le système de deux plant parallèles è un seul; t.* que l’ellipsoïde peut 
devenir imaginaire , ainsi que le cylindre elliptique et le système do deux plans parallèles. 
Quant k la distinction des diverses formes que peut offrir la surface (107), on peut l'ef- 
fectuer Irèa-fimplemeot en résolvant l’équation (107) par rapport k l'une des variables 
as , y, s. Ajoutons que, pour distinguer les unes des autres les diverses surfaces que 
peut représenter l’équation (1), pour une forme donnée de la tiirCice (>07), il suffira 
le plus souvent de rechercher s’il existe des points qui puissent être considérés comme 
111 .* a.mèx. 14 
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centres de la «urface (i), et ■! cei pointi sont lituéi (ur U serface. On y parviendn* 
sons poino il l'aide do formalcs (48) et (loi). Ainsi , on particulier, quand la aoriacc (i) 
offrira un ou plutioun centres, les coordonnées de ces mêmes centres seront les valeurs 
''de I , s , ( que détermineront les formules (48), ou, ce qui revient au même , les 
valeurs des variables x, y, z que fonrniront les dérivées de l’équation (i) prises 
successivement par rapport aux trois variables dont il s’agit , savoir , 

(io8) Ax + Fy+ Ez + G = 0 , Fx + Sy+Di + JI = 0 , Ex + Dy + C'z+1 — o. __ 

De plus, si l’on substitue cés valeurs do x , y, z dans le premier membre de la for- 
mule (i), on obtiendra précisément la quantité désignée dans l’équation (io5) par la 
lettre k. Cela posé, il est clair que, pour distinguer le paraboloïdo elliptique du 
cylindre elliptique, le paraboloïde hyperbolique du cylindre hyperbolique, et le cylindre 
parabolique du système de deux plans parallèles, il sullira d’examiner si l’on peut satis- 
faire ou non aux équations (io8) par dos valeurs Gnies de x , y, z. Remarquons 
en outre que l’ellipsoïde se réduira simplement è un point , l’hyperbololdc à un cône , 
le cylindre elliptique à son axe , et le système de deux plans parallèles à un seul plan, si 
les doux quantités k cl K sont égales entre elles. 

Lorsque , pour déterminer l’espèce de la surface du second degré que représente une 
équation donnée, on a recouru aux formules que nous venons d’indiquer, c’est-à-dire, 
aux formules (io5) et (io8) , il ne peut rester à vaincre d’autre difficulté que celle qui 
consiste à distinguer l'ellipsoïde réel de l’ellipsoïde imaginaire, ou le cylindre elliptique 
réel du c}dindro imaginaire,’ ou le système de deux plans parallèles et réels du système 
■le deux plans imaginaires, ou cnGo l’hyperboloïde à une nappe de l'hyperboloîde à deux 
nappes. Or, pour effectuer cotte distinction, on commencera par observer que, dans le 
cas oii l’équation (i) représente une des surfaces dont il est ici question, il existe un ou 
plusieurs points dont les coordonnées vériGent les formules (io8) , et que, si l’on trans- 
porte l'origine en on quelconque de ces points, l'équation (i) se trouvera remplacée 
par la 'suivante 

(log) Ax’ + By' C*’ + *Dyz iEzx aFxy = K — k. 

X I • . 

Cela posé, conoevons d’abord que l’équalioii (i) représente un ellipsoïde, ou un cylindre, 
ou un système de plans parallèles. Alors la section faite dans la surface (i) par chacun 
dos plans coordoanés ne pouvant être qu’une eIGpse réelle ou imaginaire , ou un système 
de droites parallèles , les coefficients A i B , C seront des quantités de même signe ; 
et la surface (i) sera réelle ou imaginaire, suivant que les signes de ces quantités seront 
ou ne seront pas semblables au signe do la différence K — k, Si l’éqiialioa (i) repré- 
sentait un hyperboloïde , alors, pour décider si cet bypcrboloïde offre deux nappes dis- 

' . .. 
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tiacl^ ou une *eule nappe , il auiUrait de calculer la quanlité ci-dessua déaignée par , 
et d’examiner ai celte quantité est ou n’est pas de même signe que la différence K — k. 
Ou pourrait aussi résoudre cette question à l’aide d’une autre méthode que nous indi- 
querons tout & l’heure. 

Lorsque les quantités k, K dilUîrent l’une de l’autre, et que la surface (i) se 
réduit i un cylindre elliptique ou hyperbolique , ou au système de deux plans paral- 
lèles, l’équation (io 4 ) ou (lo 5 ), représente évidemment l’axe du cylindre elliptique, 
ou ce qu’on peut nommer les plans asymptotiques du cylindre hyperbolique , ou enfin 
le plan mené h égale distance des deux plans parallèles. Si la surface (i) était un ellip- 
soïde, l'équation (io 4 ) ou (io 5 ) représenterait un seul point, savoir, le centre même de 
l’ellipsoïde. 

Observons encore que l’équation (9) , qui fournit les valeurs de s correspondantes 
aux axes principaux de la surface (1) , est précisément celle' qui résulte de l’élimiiiotioii 
des variables x , y , t entre les formules 

(110) Ax + Fy + EzT=,x , Fx + By + Dt=:sir , Ex + Dx + Ct = tt, 
et par conséquent celle qui a pour racines les maxima et mi'nimo de la fonction 

‘ Ax’-iB j' + Ct^ + -iDrH-^Ecx + iFxx 

En effet, si l’on pose 

Ax'+Bx' + Cz’ + ^Bxt*iEzx + :iFxx 
ou , ce qui revient au 'même , 

(1 n) Ax' + Bx' + Ct'+^Dx* + lEzx+tFxx^tix’ +x' + ^‘) > 

il sufOra de différencier successivement la formule (11*) par rapport & x, y, z , 
puis d’égaler à xéro , dans les nouvelles formules ainsi obtenues , les dérivées de a 
prises par rapport è x, y. z, pour retrouver les équations (110). 11 est esseaüel 
d’ajouter que, la valeur do a étant choisie de dianière que les éc|uations (no) s’ac- 
cordent entre elles, ces équations, réduites h deux, représenteront une droito menée 
par l’origine et dont la direction coïncidera toujours avec une direction prineipalo rela- 
tive à la surface (1). Si, pour cette môme valeur de « , les trois équations (uo) so 
réduisaient è une seule., la surface (1) serait do révolution. Elle doviendraU une sphère, 
si les équations (110) étaient vériCées par une seule valeur de a. indépendamment 
des valeurs attribuées aux variables x , y , s . 
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Lortqoe la aurface (i) a qd centra, et que l’on a transporté l’origine à ce même 
centre, l’équation (i) se trouve remplacée par la formule (log), et les axes principaux 
eoîncident arec les droites qui peuvent être représentées par les équations (iio), ou 
plus simplement par la formule 


(Il S) 


y 4 s+Fjr+Et Fs+By + Dt £a+Dy+Ct 


Donc, avant le déplacement de l’origine, les axes dont il s'agit devaient être représentés 
par la formule 

J(o-ï)+F(y-,)+E(.-K) /’(»-0+B(^-a)+D(.-Ç) _ £(x-?)+D(y-,) + C(.-;) 

(,, 4 ) _ , 


t , n , ( désignant les coordonnées du centre , ou , ce qui revient au même , par la for- 
mule 

, ,, As+Fy + Ec+G Fa^^By+Di + H Ea+Dy+Ct+l 

(119) ■ — ' ÎÏ 3 ' ■■ ■■ ' ■ ^ - r. . m-i , 

' m-l y~n 


' Remarquons d’ailleurs 1.* que, pour obtenir la formule (11 3 ) ou (11 S), il suftit d'ex- 
• primer que les dérivées du premier membre de l’équatien (log) ou de l’équation (1) 
sont proportionnelles aux variables x , j, t on aux différences x — ( , y-~n , 
t — 1; ; a.* que l’on tire de la formule (1 14 ] ou (t i 5 ), combinée avec les formules ( 48 ) 

et (Sa), 


i ^éx+Ej^+Fs+C Fx+By+Dt+H 
x-t ~ y-n 


Èx’t-Dy+Ci+I K~Gl-Bn-H 

«-Î (*-t)’+(7-»)’+(»-C)’ 

K-k 


r désignant la distance qui sépare la surface (1) du point où cette surface rencontra 
l’un des axes principaux. 


On déduirait aisément des formules (a) et ( 5 ) l’équation du plan tangent mené S une 
surface du second degré par un point quelconque de cette sur&ce. En ellèt, soient 
t , >1 , C les coordonnées du point dont il s’agit. Pour que la droite (a) se réduise k 
une tangente menée par le même point , il suffira que la corde mesurée sur cette droite 
s’évanouisse, et que le milieu de cette corde coïncide avec le point ((, n, C). En 
d’antres termes , il suffira de choisir les angles ^ , P , f de manière que l’équation ( 5 ) 
soit vérifiée. Donc , si entre celte équation et la formule (a) on élimine • a , ^ , 7 , 
, i’équation résullante , qui se réduira simplement k 
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(iiy) (^5+Fn+Jï;+G)(4>.?)+(Fï+Bi+i>î+H)(j’-i) + (fiï + Dfl+Ci;+/)(*-!:) = o, 


et qui Mra du premier degré ea a , y , * , reprétenlera un plan qui renfermera 
tontei lea tangentea œenéei par le point (f, a, () é là lurface (i), c'e«t-i-dire , le 
plan tangent*. De plut, comme lea ooordonnéet f, a, ( rérifieront éridemment la 
formule 

Cii8) .d«* + B»* + CÇ* + aDaC + »B« + »^f'> + »G«+>Br>' + »^« = ft. 

l'équation du plan tangent pourra encore t’écrire comme il tait : 

J 

t (.fî + Fa+BC + G)» + CB« + B» + Di; + fl)j’ + (Bf-l-f>a4.Cî + /)t 
I =K — G5 — ffa — fî. 

Lortqu’on remplace la turface (i) par la lurfàce (io6), l’équation du plan tangent 
te réduit k 

(lao) (.dH-Fa + £;)* + (F{ + Ba + D;)7 + (Bï + f>a + «)»=iC. 

Conceroni encore que l'on te propote de trourer let cas dant lesquelt la turface (i) 
peut être engendrée par une droite , et let équaliont de la génératrice. Pour j parvenir, 
on prendra tur cette turiace un point quelconque dont on détignera let coordonnéet 
par , a , C , et l’on cherchera let raleurt qu’il faut attribuer aux anglot a , p, y. 
pour que la droite pattant par le point (f , a, 0 • reprétentée par la formule (a) , 
toit tituée toute entière tur la turface. Or, pour que cette dernière condition te trouve 
remplie , il tera nécettaire que let valeurt de x , y, t tirées de la formule (g4) , 
talUfattent , quelle que toit la dittance r, è l'équation (i) , c’ett-è-dire , en d’autrea 
termet, que let valeurt de cot« , cot^ , cot? vérifient ft la fois les deux formulet 

,<cot*«+Bcot*p + Cooa* 7 +aDcoipcos 7 +!>Bcos 7 C 05 « + af cot«cosp = o, 

(lai) 

(.éj f B -f-£C "l” G)coi«-+- (ff + Ba •4' fljeotp 4" (B5 + Ba 4* O^7)cos7= ®- 

Donc il exittera une droite pattant par le point (f, a, C) , et située toute entière tur 
la surface (i) , ti l’on peut det formulet (lai) tirer det valeurt réelles des rapports 


* Cette manière de parreDir à réqnatioo du plan taageot noua a été indiquée par no jeune urcléaiaatiqM 
égeleneot eeraé dans lea acieocea diftnea et daaa lea aoieocea humaioea» et ncmbre de cette illuatre aociété 
qui, daue lee dtos bèmifpbèrea* e rendu Caat de acrricec à la citUiMÜoo. 
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co»« cosf . ^ 

cosy * cosy ' . ' ‘ 

attendu qu'alon les mêmes formules, combinées arcC l’éqaation {7), fourniront des râleurs 
réelles des quantités ui . 

' cos», COS^, cosy. 


Ajoutons qu’il suffira d’éliminer ces trois quantités entre les formules (a) et (121), 
pour obtenir les équations de la génératrice de la surface (1). Donc cette génératrice 
sera représentée par les formnirs 

(•*») { . 

( (.<ï+Fi! + £!: + C)(»-5) + (Fî+fi,+/)!: + ff)(^.,) + (£Ç+Da + C!: + f)(j.Ç) = o, 


c’est-à-dire, qu’elle sera précisément une des droites suivant lesquelles le plan tangent, 
mené à la surface (i) par le point (5, «, ç) , rencontre le cône dont le sommet coïn- 
cide avec le même point , et dont les génératrices sont parallèles à celles du cône asymp- 
totique. , 


Lorsque la surface (1) est un ellipsoïde réel ou imaginaire, ou un paraboloïde ellip- 
tique; le cône représenté par la première des équations (122) se réduit, ainsi que la 
surface {107) , à un point unique, ou h une droite qni, étant parallèle à Taxe du para- 
boloïde, rencontre ce paraboloïde en un seul point. Donc alors la surface (i) ne peut 
être engendrée par une droite. An contraire, si l’on considère un hyperboloide à une 
nappe, par exemple, l’hypcrboloïdc représenté par l’équâlion (24), les formules (12a) 
deviendront 

a’ è* f* ’ /,» ’ 

et, comme on aura d’ailleurs 



on en conclura 


\ 




, ,(r-)’ ■ 

1 

(l2Ô) ' 

<1* 


f ( «’ + ô- 1 - 

f 

; 

. . 1 
OU, ce qui revicut au inOmc, 

c» 

C* 

*». • i ; . ■». 
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et par suite 

('»?) 


Ji-yS i_ i-K 

ai c 


Ajonloni que la seconde des équations (il3) peut être réduite à 


{is8) 


a* ^ 4» ^ t* 


Donc , par un point quelconque de l’hyperboloïde 4 une nappe on peut faire passer deux 
droites qui soient situées sur cet hyperboloïde , satoir, los denx droites représentées par 
les formules ( 1 S 7 ) et (is 8 ). “ ■ . ' 

Si à l’équation (s 4 ) on substituait l’équation (sg), la formule (taC) serait remplacée 
par la suivante 


(>*9) 



Comme on ne peut satisfaire simultanément li celte dernière cl à la seconde des équa- 
tions (is3) qu’on supposant as = { , = , = î ; il en résulte qu’il n’existe aucune 

droite qui soit située toute entière sur la surface de l’hypcrboloïde è deux nappes. 


Considérons enfin un paraboloide hyperbolique, par exemple, celui que représeule 
l’équation 


(i5o) 



Les formules (laa) deviendront 


(i3i) 


(»-«)* ■ (/-»)’_. 
— r: 7 -. — = 0 


■i(j'-'i) _ 

a» 6» c 


Or on tirera de la première 


(i3s) 


J a O 


et la seconde pourra être réduite k 


(.33) 


aï yn s+C 

c~ 
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Donc, |>tr ua point quelconque du paraboloïde hyperbolique on peut faire paaier deux 
droite* qui soient situées sur ce paraboloïde, savoir, le* deux droites représentée* par 
les formules (i5a) et (i35). 

La propriété qu'offre l'hyperboloide ii une nappe d’étre enf^dré par nne droite peut 
servir k le faire distinguer de l’hyperboloide k deux nappes. Supposons en effet que la 
surface représentée par l’équation (i) soit un hyperboloïde dont on demande l'espèce. 
On commencera par transporter l’origine au centre. Alors l’hyperboloide dont il s’agit , 
et l'hyperboloide conjugué se trouveront représentés, le premier par l’équation (109], 
le second par la suivante 

(i54) Ax' By' + = A — K , 

tandis que le cône asymptotique , qui restera le même pour le* deux hyperboldide* , 
sera représenté par l’équation (107). Cela posé, concevons que par le contre commun 
des deux hyperboloïde* ôn mène une droite qui ne se confonde pas avec l’une des généra- 
trice* du cône asymptotique. Cette droite , dont le* équation* pourront être remplacée* 
par la formule 



dans laquelle f , m , n désignent trois constantes arbitraire* assnjeltie* k la seule 
condition do fournir pour le polynôme 


(> 36 ) + + 

, une valeur différente de xéro, rencontrera nécessairement un de* deux hyperboloïde*, - 
en deux points dont les coordonnée* { , s , ; seront déterminées par l'une des deux 
formules 

\ 

A l' + Bm' + Cn'-nDmn-nEnl-t-iFlm ) ’ 

k-K \ 

At'+Bm' + Cn' + iDmn+iEnl+aFlm j * 

savoir , l'hyperboloide (109) , si le polynôme (i56) est une quantité de même signe que 
la différence K — A', et l’hyperboloide (i34) dansle cas contraire. De plus, ai l'on 
combine les équations (tas) avec les formules (iSy) ou (i38) , après avoir réduit k zéro 
les conitaiites G , H , l , on trouvera pour les équations de la génératrice qui ren- 
ferme le point ((, >9, <i) sur l'un des hyperboloïde* 


(.58) 




(■î?) 
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( ^(4;-?)’+B(/->i)’ + C(î-!:)* + »D(^-n)(s-ï) + 3 £(*-ï)(®-ï) + îF(Æ-;)(j--r,)~o, 

(• 59 ) 

( <+f m+£n)(a-Ç) + (F/+fi«+Dn)(j'-B) + (£/+Dm + Cn){t-Ç) = o. 

Donc la parallèle menée à cette génératrice par l’origine dea coordonoéci sera la droite 
suivant laquelle le cône asymptotique coupera le plan représenté par l’équation 

( 1 4o) l Fns *4* F») as -4* {^F L Dv^y -4- {E l + Dm-l- é'it)s = o , 

c’est-è-dire, le plan diamétral qui passera par les milieux des cordes parallèles è la 
droite (i 35 ). Si celte parallèle vient è disparaître, on, en d’autres termes, si les équa- 
tions (107) et (140) ne peuvent être vérifiées que par des valeurs nullcs ou imaginaires 
des coordonnées m, y , f, on en conclura que l’bjperboluîde qui renferme le point 
(I, B, C) ne saurait être engendré par une droite , et qu’il ollro deux nappes distinctes. 
Par conséquent l’hyperboloïde (10g) offrira une seule nappe, si, le polynôme (loi) étant 
une quantité de même signe que la différence K — k ■, le système des équations (107) , 
(i4o) fournit des valeurs réelles de x , y , x , ou , si , le polynôme (101) et la diffé- 
rence K — k étant des quantités do signes différents, le système des équations (107) , 

(1 4 0) fournit des valeurs imaginaires de x, y, t. Dans la supposition contraire, 
rbyporboloïde (109) offrira deux nappes distinetes. D’ailleurs , pour savoir si le système 
des formules (107), (i4°) feurnit des valeurs réelles ou imaginaires des variables x , 
y t ~ t il suffira d’éliminer une de ces variables entre les mêmes formules , par exemple. 

la variable x , puis de tirer do l’équation résultante la valeur du rapport — . 

Lorsque des coefficients A , B , C l’un au moins diffère de zéro, l’un des axes 
coordonnés rencontre l’hyperboloïde (log) ou l’hyperboloîdo (i 34 )> 6t par suite, on 
peut réduire è zéro , dans la formule (i4o) , deux des constantes arbitraires l , m , n. 
Concevons , par exemple , que le coefficient A ne soit pas nul. Alors , en prenant 
m = o , n = o , on fera coïncider la droite (i 33 ) avec l'axe des x . Alors aussi , 
l’équation (i4<>) >e trouvant remplacée par la formule 

(1 4 1) Ax-i-Fy + Ex = o, 

la surface (tog) sera no byperboloïde à une nappe, si , le produit 

(14*) A{K — k) 

^ ' 

étant positif, les formules (107) et (i4i) fournissent des valeurs réelles de x , y , x , 
ou, si le produit (i4a) étant négatif, les mêmes formules fournissent des valeurs ima- 
ginaires de X , y , X. 

Ili.' AaaéE. '3 
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Il nous relie & montrer quelque* applications numériques des règles que nous Tenons 
d’établir , et è l’side desquelles on détermine l'espèce d’une surface du second degré , 
d'après l’inspection de l’équation qui la représente. 

Proposons-nous d’abord de trouver quelle est la surlàcc représentée par l’équation 
(l43) yz-i-zx + xjr=i . 

Cette surface a évidemment un centre qui coïncide avec l’origine. De plus , comme 
l’équation du cône asymptotique de la même surface , c’est-à-dirc , la formule 


(>44) 


jrz + zx + xjr = o 


fournit, lorsqu’elle est résolue par rapport à la variable 
variable, et que cette valeur, savoir. 


(■45) 




une valeur réelle de cette 


no SC réduit pas à l’ordonnée d’un plan; on peut afbrmer que le cône asymptotique 
existe, et que la surface (i45) est un hyperboloîdc. Pour déterminer l’espèce de cet 
liyperboloîdo , on mènera par l’origine une droite qui ne soit pas renfermée dans la 
surface du cône asymptotique, par eiemple, la droite que représente la formule 


(i4<») x=yz=z, 

et l’on chcrcbcra le plan diamétral qui passe par les milieux des cordes parallèles è 
cette droite. Or les dérivées du premier membre de l’équation (i43), prises successi- 
vement par rapport aux variables x , jr , z , se réduisent aux trois binômes 

y + t+x, x+jr. . . 

Donc le plan diamétral passant par les milieux des cordes parallèles è la droite (i3ô) 
sera représenté par l’équation 


(ns + n)a:-)-(n.f /)_y-f (<-|-m)i = o , . 
et le plan diamétral cherché par l’équation 
(■47) a;+j4-î = o. 

De plus, on tirera des équations (i45) cl (i4/) > en éliminant la variable z , • • 
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(1 48 ) (x+j^)’ — xy = o, ou X' -{-xy +y' = 0 , 

et par conséquent 

(149) ^=--dt^yrr. 

X a a 

D'autre part , on tirera des équations (i4ô) et (i46) 

(150) Œ=jr = s = ±j/r, 

Donc le plan diamétral ( 147 ) ne rencontrera pas le c4no asymptotique, tandis que la 
droite ( 14 C) rencontrera l'byperboloide proposé. On doit en conclure que cethyperboloïdc 
no pourra être engendré par une droite , et qu’il oITrira deux nappes distinctes. 

On arriverait à la même conclusion en observant que , dans l'hypotbèse admise , la 
formule ( 1 13) , qui comprend les équations des axes principaux , se réduit à 


(i5i) 


y + i i+* x+j' 

X y t 


Or, si l’on désigne par r la distance qui sépare le centre de la surface (i4^) point 
ob oette surface rencontre l’un des axes principaux , on tirera des formules ( 1 43) et (i3i) 
combinées entre elles 


, , . y\t *+x x+jf aj'S+aix+axj' a 

' X y t «*+y*+i» r* ’ 

ou , ce qui revient au même , 

(153) + + = + 

De plus, il est clair qu’on vëriGera l’équation (iS5) , soit en posant 

('4?) x+y + t — o. ' ' 

et 

a - 

(154) _4-.i=o, ou 

soit en posant 

(' 46 ) x=zy=zz. 
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et 

(1 55 ) -4-1=5, ou r=i. 

I 

Donc il exiale, pour la surlace (i 43 ), une inimité d’axes principaux compris dans 
le plan représenté par l’équation (i47) , d>3>s dont aucun ne rencontre la surface; s.* un 
axe principal représenté par la formule (i4l^) , cl <l»i coupe la surface en deux points 
situés à l’unité de distance de l’origine. Donc l’équation (i 43 ) représente un hyper- 
bololdo à une nappe, qui est de résolution autour de la droite (i46) > et dont l’axe réel 
olfrc une longueur égale é s. 

Proposons-nous , en second lieu , de tronser quelle est la surface représentée par l'é- 
quation 

(i. 56 ) X’— J'’ — t' + ijrz-{-x+y-\- z = o. 

Dans ce cas, la formule (107) se réduit à 

X* — /* — ï * 4- ayz = O , 

/ 

ou , ce qui revient au même , à 

(iS;) (x— 74 -ï)(x4-j’ — î) = o. 

Donc alors le cône dont les génératrices sont parallèles è celles du cône asymptotique 
se transforme en un système de deux plans qui se coupent. Par conséquent l’équation 

(156) ne peut représenter qu’un semblable système , ou un cylindre hyperbolique, ou un 
paraboloïde hyperbolique. De plus, comme les dérivées de l’équation (i 56 ) prises par 
rapport aux variables x , jr , z , sont respectivement 

(i 58 ) ïx 4 -i=o, — S 74 -»î 4 -i=o, — 8*4-174-1=0, 

et qu’on ne peut satisfaire simultanément aux deux dernières des formules (i 58 ) par des 
valeurs finies de 7 et do z , nous devons conclure que la surface (1S6) n’a pas de 
centre , et qu’elle est on paraboloïde hyperbolique. 

Si è l’équation (i 56 ) on substituait Tune des suivantes 
(lôg) X* — 7' — s> -f. 87s 4-a 4-7 — ï = o, 

(iCo) X’ —7’ — Z’ 4 * 17s 4 * X 4*7 — 1=1, 
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V— ïî— 1 =o; 


( >>7 ) 

on trourerait, au lien dea iormules (i 58 ), 

(i6i) sx+i=o, — s*-f- J =0 , 
et , comme lea équaliona (i6t) aont vérifiées, quelle que soit : , lorsqu’on pose 

(i6s) x = — Ÿ* ^ = * + ' 7 ’ 

on pourrait affirmer que chacune dea surfaces (iSg) , (i6o) admet une infinité de centres. 
Enfin , comme , en substituant les valeurs de x , 7 tirées des formules (16^) dans les 
premiers membres dea équations (iSg), (160), ou, ce qui revient au même, dans le 
polynôme 


on trouve zéro pour résultat, on conclurait que la surface (iSg) se réduit au système 
de deux plana qui ae coupent suivant la droite (i6s), et la surface (160) à un cylindre 
hyperbolique qui a pour axe cette même droite.^ 

Considérons encore l’équation 

(163) X’ + 87* + 5î*4-47*4-4*x + 4x 7+ »x + 17+ 21= 1 . 

Dans ce cas, la formule (107) deviendra 

(164) x*4-s7' + 3**+47ï-|-4*x + 4»7 = e. 

Or on lire de cette dernière , résolue par rapport è x , 

(1 65 ) x = — s(7 + ï)±v/(** + 47s + S7’). 

De plus , comme, en égalant è zéro le polynôme 

*’ + 47* + »7’. 


on en conclut* 


» = — *7 ±7t/r » 
et que par suite on a généralement - - 

(166) s* + 47» -I- 97* = (s + 27 +7 v/D(s + 27—74/7) = (* -f 27)* 27* , 
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il est clair que la valeur de x , dëlermioée par la Tormule (i65) , sera réelle toutes 
les fois que la valeur numérique de z~\-ty sera supérieure 6 celle do y^T, c'est- 
è - dire , en d’autres termes , toutes les fois que la valeur numérique de la somme 


— -4- a sera supérieure à \/T • Donc le cône asymptotique représenté par l'équation 

(iC4) ou (i65) sera réel, et la surface (iG3) sera nécessairement un hyperboloïdc. 
Pour obtenir les coordonnées du centre de cet hyporboloïdo , il suffira de chercher les 
valeurs de x , y , z qui vérifient simultanément les trois dérivées de l'équation (iC3), 
savoir, 

(ifiy) X + ly ïî - 4 - I =0 , ax + + ** + t = O . ax -4- aj -f" "H > == “• 

Donc les coordonnées du centre seront , 


(.08) 


X = O , 



O . 


Cela posé, les axes principaux de la surface (>C3) seront représentés par la formule 
x+a^+as+i ax+uy+sî+i ax4-2j--t-3s+i 


(>C9) 


ï+7 


Ajoutons que, si l'on transporte l'origine au centre de la surface (.63), les équations 
de cette surface et des axes principaux deviendront 


('70) 

('7') 


X* -f aj ’ + 3î* + 4®/ + 4*î + : , 

x+ay+iî ai+ay+as ax+ay+3* 


D’ailleurs, si l’on désigne par r la distance qui sépare la surface (170) du point où 
cette surface rencontre un des axes principaux , et , si l’on fait pour abréger 

3 


('7») 


ar’ 

( 4, • 


= s , 


on tirera des formules (170) et (171) combinées entre elles 


x + 3jr + 2t ax+iy+a» ax+ 


(‘73) , - J, - X 

ou, CO qui revient au même’,' - t.- ’r ‘ ‘ “ 


ay+Sr , ( s ) . 3 , ^ 

1 x‘+T'+*’ ar* ’ ' 
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( 119 ) 

('" 4 ) ax + î^ + ar = (*-|-i)a! = «j' = (*_i).; 

puii oD en conclura 



ou plus simplement 

(176) »» — 6»* — *-|-a=o. 


Comme celle dernière équation offre deux rarialions de signe , on peut affirmer quelle 
a deux racines positires. Donc , parmi les trois valeurs do r correspondantes aux trois 
axes principaux, cl déduites des formules {17a), (176), deux seront réelles. Donc la 
surface (iG 3 ) sera un hjpcrboloïde h uno seulo nappe. On pourrait encore arriver à la 
même conclusion do la manière suivante. 

Si l'on construit les cordes do la surface (170) qui sont parallèles à l’axe des y , le 
plan diamétral qui renfermera les milieux de ces cordes sera représenté par l’équation 


ou 

(' 7 ") 


% 


3X+iy + az=zo , 
X +y + s = O . 


Si entre celte dernière équation et la formule (164) on élimine y . on trouvera 
(178) »'-a:- = o, (,-g) a = 


D’autre part , si l’on réduit x et z è xéro dans l’équation (170). on en tirera 


Donc le plan diamétral qui renferme les milieux des cordes parallèles à l’axe des r 
coupe le cône asymptotique de la surface (170) , qui elle-même est renconlréo par l’axe 
des y. Donc cette surface peut être engendrée par une droite, et l’hypcrboloide au- 
quel elle se réduit offre deux nappes distinctes. 

Considérons enfin l’équation 


(181) ®* + »7'’ + 5 *’ + »7* + »« + sxy'-f x-|-j-|-t= 

Dans ce cas, la formule (107) deviendra 

®* + *7’’ + 3** + + a*x + *x/ = o . 
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Or , comme on tire de celle dernière , rdiolue par rapporl è x , 

(i85) x = — (7 + 1 ) ±(:r* + »*■)' 

t 

il esl clair que les seules râleurs réelles de x , jr^, s , propres è rérilier la formule 
(181) , seronl des râleurs nulles. Donc l’équation (181) ne peut représenter qu’un ellip- 
soïde réel ou imaginaire. Ajoutons que, dans cet ellipsoïde, les coordonnées du centre 
rérifierout les dérivées de l’équation (181), savoir, 


(184) ax -j- -f ai + I =0, a* 4/ + a* + 1 = o , ax 4- »/ + + 1 = o, 

et seront par conséquent 

(1 85 ) x= y = o, î = o. 

D’ailleurs, si l’on transporte l’origine à ce même centre, l'équation (181) sera rem- 
placée par la suivante 

(186) - X’ -!• aj’ + 3 -’ + a/* + =-|- , * 


c’est-à-dire , par I équation d une surface qui coupera évidemment l’axe des x en 
deux points dont les abscisses seront comprises dans la formule 


(•87) 



a 


Donc la surface (181) est un ellipsoïde réel. 
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. ■ SÜR LA DIVISION 

\ ■ - • 

\ . '■ ■. . . ' • ■ 

D’ÜI^E MASSE SOLIDE OU FLUIDE 


.E^ GOüCItES HOMOGENES. 


CüDsidërout ane'inaisti solide ou fluido reprdsentëo par . AI -, ^et conipriae tous un . ' - 
cér^in Tolumc y." Supposons d’aillear; toiis les pojnts do l'espace rapportés k trois 
axes rectangulaires des x, y, s, ot soit _ ^ _ • ; 

la densité de la masse d/ au point {x,y, s) . Si l’on dirise cette masse en coachcs 
infinimeiA minces et hOmogèiiea par des surfaces très-rapprocbées les iines des autres, 
l'équation de chacune lie ces surfaces sera de la forme ' 


(») 


P =canst . 


• » 


Soit d'ailleurs p 4* ce que devient la densité , p ^ lorsqu'oirpaesé d.t* 

k un autre poinf très-voisin et correspondant aux coordonnées' 

s-I-AzT On trouvera , en regardant les quantités Ax , a^ , Az comme .(nllniiBent i 

petites du premier ordre, et négligeant -les infiniment petits du second ordre , 


( 5 ) 


dp 


dp 


^^ = d^ d7 




ds 


^z . 


De plus, si l'on désigne par r le rayon vecteur mené du point (x, j', z) au poitit 
(x-l-Ax.’^y-l-A^’z-i- Az) , par , (>-, ■/ les angles que fofme cp rayon vecteur 
avec |es demi- axek des < 

Ap 

port — 1. , o 
( 5 )' 


les coordonnées positives , et par • la valeur nuroériquè du rap^’ ’ 

I • ' • » • y . , . 

1» - ' ■ ■ r» , 


III." Axvir. 


A<r = rcosz, Ay z= rcosfi , . AZ = rC05v,4 

; cos’a-|-cos»3-f cns*;/=''l, 

* 

V. 


■ 6 
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V • . * • ' , ' - ’ 

Eofia , il est clait que le rayeo Tecteur r sera dirigé suivant la normale menée é In 
surface ^a) par le pok<t (m, s) , s! les tisses «. 7 sont détcroiLnéa par la for- 
mule . ' I • H 


-• (7) . 


cos9 . ' C0I7 


‘ •» cl qu’alors la valeur do deviendrô ^ ^ ^ 

• Qr otT peut démontjer que celte dernière valeur de *» ^est la plus grande de celles que 

. fournit rcsiualiob (G) , quand on y subsliluo pour > 7 des valeurs propres à vé- 

* rificr la-'CandiitioD (5). On y parviendra en effet de la manière suivante.. ‘ • 

» *•* 

Un 0 et^iifalement * . ' 

; • r " - ■ . . > 

■ (9) J +(^«J‘V-Scos;>)V(^co.«-gcos7jV(Jco.?^ 


Donc la quantité 
(. 0 ) 


'•= oosp C0S7) 

“v. , / 


^ra toujours* inférieure au trinôme *• * * 

■ fâ)'+(à'+(îr'' • 

• ^ • * • 

tant que lea angles ,-p , y ^ne vériiioront parles condition^ ^ 


, - dp . rfp ' 

(la) • — COS 7 — •^COS^=p;, “ 7 ^ COS« — ^ C0S7= O , ^cosp— , 




dt 


dz 


dx . 


dx 


d/ 
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ou, ce qui revIoMi ao Riéme, la fanmils (7); landia que, dàM )« oa» ooniraire, les 
quanlilés (10) et (11) serooi é((al«s entre elles. Donc le tainema doot il s’agit repsdsen* 
tera la valeur maximum de It*, et la racine carrée de ce trinôme offrira le maxi- 
mum de la quantité >• Or cette quantité sera plus nu moins grande, suivant que 
l'accroisseincOI ofj la diminution de la densité p sera plus ou moins considérable dans 
le passage do point -)’ au point {x /ixa, y i -|- ij) séparé du”^ 

premier par*^ la distance r. jCela posé, on déduira immédiatement du principe ü- 
dessiis établi le proposition suivante. ' ^ ' 

,!.■* TlléoHkaK. Si, a/irié nviir une ïnutsc^soUde ou fluide, en couchci /lotiio- 

gènet par des surfaces infiniment rapprochées tés' Unes des autres, on passe d’an point * 
(a ,^, z) pris au hasterd sur (une ds ces surfaces à Im'lfeeond point très- raisin H 
séparé du premier par, la distance r, , l'accrolssenienf%t le^ierolsiiinent dé SÊslelC- ^ 
sité détiendra le plus grand possible, lorsque la distance ff^-/'sera mriurtiy sitt ht 
normale il la surface dont il s'agit. *' ” * 

La quantité « que déteriltiuo la forillalo (6) , et qui scfl & mesurer r^^croisaeutent 
ou la diminution de la densité é une distance très-petite du point (x,y,z), cst'ce 
que nous appelleront désormais le moduU de cet accroissement ou de celte dîminutinn. 

Il est (telle de prouver que, dans'Ia formule ^7), le double, signe doit être réduit au 
signe ou au aigne — , suivant que la Tlentilé croit ou diminue quand on passe 

do point (x,/,î) b un point tr^-voîsin (x ix?/ ij', i + situé sur la 
directima correspondante aux angles x, P , •/■ En effpt, admettons d'abord, que la 
densité «misse dans la direction dont il s'agit. Les deux* quantités 


et 


dx 


seront toutes deux positives si cetia direction forme avec le demi-axe dea x'' positives 
tm angle aigu , et toatos deux négatives dans le cas contraire. Donc plors le raj>p<»t s 


i5) 


;fë) 


sera nécessairemdlit positif, et la formule (7) devra être réduite à h tnivanlé 


(• 4 ) 


* c. ' ' 

Cosa Cûip COSTt * 


(È) fê) fê)'‘ • 

On prouvera de mèoM que , si la densité diminue quand uir- passe du point (x , /, z) 
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è un point Irèt-Toiuo sitaé lur la direction correspondaote aux angle* a , ^ , 7 , lu 
rapport (| 3 ) «era néceasairement négatif. Donc alors la formule (7) deriendra 

cosa cosS , C017 1 

Lorsque la maise ii est celle d’un liquida en équilibre , et que les projection* algé- 

briques X , y , Z de la force accélératrice 7 appliquée à la molécule qui ren- 
ferino le point > {x,y,z) réduisent le trinôme Xdx Y dj Zdz à une diffé- 
renlielle exacte, les surfaces qui divisent la masse M en couches homogènes sont 
des surfaces de niveau , dont chacuno^est toujours coupée à angles droits par la direction 
de la force accélératrice. Donc alors, si l'on veut passer d’un point donné (a?, 7', s) 

6 un second point très-voisin et situé è la distance r du premier, de manière que 

l'accroissement ou la diminution de la densité obtienne la plus grande valeur possible, 
il s’uŒra do .mesurer ta distance r sur la direction' de la force accélératrice. 

Si l’on considère le calorique comme un fluide impondérable qui pénètre les différents 
corps , la densité p de ce fluide en un point donné {x , y, i) d’un corps'quelcooque, 
sera la mesure de la chaleur en ce point , et les surfaces qui diviseront le même fluide 
en couches homogènes, ou d’égales densités , seront ce qu’on peut appeler des surfaces 
izotherme», puis(|u’on retrouvera dans tous les points de chacune d’elles la même quan- 
tité de chaleur. Alors la quantité v , déterminée par la formule (6) , deviendra pro- 
portionnelle è l’accroissement ou è la diminution que la chaleur subira dans le passage 
d’un premier point (x,y,z) à un second point très- voisin (x-j-aa!,7'-|-a7', *-|- 4 s), 
séparé (Tu premier par la distance r tracée de manière è former avec les demi-axes 
des coordonnées- positives les angles f, p , •/ , et sera le module de cet accroissement 
ou do cette diminution. Or il suit des principes ci-dessus établis que ce module acquerra 
la plus grande valeur possible quand la distance inflniment petite, désignée par r, se 
comptera sur la normale menée par le point [x ,y,i) è la surface isotherme qui ren- 
ferme ce point. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

t.* TiiéoaâiiB. Si, dam un corps ou t^m Cespace on veut passer d'un point dtmni 
(»# J’ *) ^ ■** tccorid point tris-voisin et sipari du premier par la distance r , de 

manière que la di/firence des quantités de chaleur mesurées en ces deux points soit la 
plus grande possible . on devra suivre la direction de la normale menée par le premier 
point à la surface isotherme dans laquelle il se trouve compris. 

Pour établir l’équation qui sert & fixer les lois du mouvement de la chaleur dans un 
corps ou dans l'espace, il suflit d’admettre, cqmuio nous le montrerons plus tard, que 
le calorique est un fluide dont chaque molécule se meut toujours è partir d’un point donné 
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(x,^, s) dans la direcUon luivnnl laqurllo le décroiaaement do la danaité eat lo pliia 
considérable, et que la quantité do cliairur, qui, pendant un instant tris-court il , 
traverse un élément a de surface perpendiculaire b celte direction , est proportionnelle 
au module • du décroissement dont il s’agit. Adoptoos celto hypothèse, et concevons 
qu’au bout du temps t l’on désigne par et p la vitesse et la densité du fluide 
correspondantes au point (x,j, :). Comme la quantité de chaleur qui, pendant 
l'instant A(, trarersera l’élément de surface s, sera nécessairement proportion- 
nelle d’une part b la densité p , d’autre part à la vitesse u , et par suite au produit 
pu, on aura, en vertu de l’hypothèse admise. 


(. 6 ) 


P U Av, 


{«7) 


A» 


— 

P 


A 

la valeur de v étant déterminée par la formule (8) , et k désignant un coeflicient 
positif qui ne pourra dépendre que des variables x , y , s. Ajoutons que ce coef- 
ficient sera constant si le fluide te meut dans l’espace ou dans un corps homogène , 
tandis que, dans le cas contraire, il mesurera la conductibilité du corps échaulTé au point 
(x,y,i). Quant onx angles x, p, >/ formés par la direction de la vitesse u avec 
les demi-axes des coordonnées positives, ils coïncideront avec les angles <x, p, ■/ dé- 
terminés par la formule (i5) qui pourra s’écrire comme il suit 


COSa COS^ COS 7 1 


et de laquelle on tirera 


(•9) 


I 

COSa = — — 

¥ 


dx 


cosp = — 


1 

«r 


djf 


COS 7 = — 


1 dft 

¥ dx 


Cela po«é , si Ton nomme u , v , w les pro)eclioDS algébriques de la vitesse » 
sur les demi^axes des coordbnoées positiTcs , oo trouvera 


(so) 


Cl = WC0S3 = — 


k, dû 
P dx 


et par suite 

#») 



V 


= fc>C08p = — 


k dp 
f dy ’ 


U( = wCOSï = 


k 

P 


dù 
di ’ 




Si l’on supposait l’élément de surface » perpendicnlaire non plut b la direction de 
la vitesse » , mais b une autre direction qui formerait avec les demi-axes des coor- 


( ) 

données pôsitWes des «nglcs alors, 3 désignint l’angle compris entre ces 

deux directions , la quantité de chaleur, qoi , pendant un temps très-court, trarerscrait 
la surface s, serait proportionnelle, non-seulement aux quantités p et u , mais en- 
core a COs^ , et par Suite au produit 

(33) pwC05<l. 

On avfflit d'ailleurs 

(aS) co5^ = co5*cos>-|-cosôco5u-t-cos7cusv ; 


puis on conclurait des romiules (*io), (ai) et (a3) 


(*4) 


pwcosJ = pucost-^pccosu^procosv = — a^cosl -j-cosp ^^-"4“ aosw , 


Concevous niainlenant que l’élément s fasse partie de la surlàee extérieure d'un 
corps solide i et que la quantité p ou la température de cette surface au point 
(x , y, z) diffère de la température f du milieu enrironnaut. Admettons enfin que la 
quantité de chaleur qui traversera pendant un instant très-court Al l’élément s 
soit proportionnelle è la différence entre les températures p et r du corps solide et 
du milieu daus lequel il est placé. On aura 

(ï. 5 ) - k (cosi ^ -H-tos.u ^ 4 . cos, = K (p — r) . 


K désignant un nouveau coefficient qui dépendra de la facilité avec laqoelle la surface 
extérieure du corps se laissera traverser par le calorique , et par conséquent do la nature 
ainsi que du poli de cette surface. Ajoutons que, si l’on représente par 

(ati) f(»,j',j) = o 


la surface dont ii s’agit , les angles i , p , , formés par la normale è cette surface avec 
les demi-axes des coordonnées positives seront déterminés par la formule ^ _ 


(»7) 


cosX 


\ dx 


COSp 


) . d^) 



VV 

iTPIf 


/ dt{x,y,z) 
, \ dt 
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Il eit bon d'obaerver que, cliios la formiilo (a5), le coelTicient K et la dilTércncc 
fl — r aeront dc4 quanlUéa «nVclée# du même , ai l’unjÿlu ddiigqé par t dana 
l’équalinn (a4) aigu, ou, en d'aiitros lcrinea , ai la température, mesurée au-dedans 
du corpa solide et dans le voisinage du point [x,y,t) au bout du temps t , dé- 
croît , tandis qa’on passe d'un point b un antre en suivant la diroclioH déterminée par les 
angles 1, p, >. Si le contraire arrivait, le coelbcient K et la difTérence s — r 
seraient des qùantitéa aflectées de signes contraires. 

Dans le cas particulier où la température r du milieu qui environne le corps solide 
devient égale é zéro , l'équation (té) se réduit i 


(. 8 ) 


cosX 


rfp 

dx 


4'COtp 


Ù- 

dy 


4-COSv 



K 

yp=n0. 


Alors, si l’on admet que la surface du corps solide oITrc en chaque point une tempé- 
rature inférieure é celle de pointa très-voisins, mais situés au-dedans du même corps, b- 
coeiTicicnt K sera positif ou négatif, suivant que les angles X , p , v se rapporteront 
è la normale prolongée nu-dehors ou au -dedans du corps solide è partir du point 
(x,7, ï). 

En terminant cet article , nous ferons remarquer que MM. Fourier et Poisson avaient 
déjè obtenu , le premier la formule (tS) , le second la formule (a5) , quoique les hypo- 
thèses admises par ces deux géomètres relativement à la propagation de la chaleqr fiisaent 
irès-distinctea de celle que nous arosis adfptée. 
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SUR LES ÉQUATIONS QUI EXPRIMENT 
I.ES coivDrnoTss d équilibre ou les lois du mou\:ement des fluides. 


§ 1." CO^^ID£llATIOKS GÊJléRALEI. • . 

CoDiidérons d'abord une maste fluide en équilibre. Soient m une molécule inflni- 
luenl petite, prise au hasard dans celte masse, x, jr, z les coordonnées de la molét 
cule m comptées sur trois axes rectangulaires , f la densité du fluide au point 
{x,y, :) , P la pression bjrdrostatique au même point, 7 la force accélératrice qni 
sollicite la molécule m , et X , y, Z les projections algébriques de la force f 
sur les axes coordonnés. En choisissant pour variables indépendantes les coordonnées 
X , jr , Z , on aura [voy. la page s4 du second volume] 

(0 

et par suite 

{*) 

Or, pour que l’on puisse trouver une fonction p de x, y, z propre 5 vérifier la 
formule (s) , il est nécessaire que le second membre de cette formule soit une dilTéren- 
liclle exacte , et que l’on ait 

fsi rf(pZ) rf(pZ) ^ d(fX) ^ rf(pr) 

' dz dy ’ dx dz ’ dy dx 

Donc les conditions (5) devront être remplies daus le cas d’équilibre. On peut ajouter 
que ces conditions sulliront pour assurer l’équilibre , si le fluide est contenu dans un 
vase fermé de toutes parts, pourvu que la paroi du vase soit capable de supporter en 
chaque point la pression exercée contre elle. Si , au contraire , une portion de la surface 
qui termine la masse fluide , est libre et soumise b des pressions extérieures , il sera né- 
cessaire, pour l'équilibre, non -seulement que les conditions (ü) se trouvent vérifiées, 
mais encoFe que l’on puisse satisfaire b l’équation (a) par une valeur de p qui, pour 
' chaque point de la surface libre du fluide, soit précisément équivalente à la pression ex- 
térieure en ce point. Donc, si la surface dont il s’agit est représentée par l’équation 
* F{x,y,z)=a, et la pression extérieure par P, il faudra que les formules 


dx 


= pA, 


ÎL 

dy 


=?r. 


Il 

dz 


= fZ : 


dpz=if[Xdx-\- ydy -\^Zdz). 


♦ 
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(4) F(*,j-,s) = o, (à) p — f 

subsistcol siniultanément , c’etl-à-dire que la valeur de tirée de l'équation (4) > 

vérifie l’équation (5) , p étant l'une des fonctions que détermine la formule (a). 

Considérons maintenant le cas oü la masse fluide est en mouvement : et soient , au 
bout du temps t, » la vitesse de la moléculo m correspondante aux coordonnées 
'I 4' la force accélératrice qui serait capable de produire le mouvement ciTcctif 
de cette molécule , enfin u, v, tn et % les projections algébriques de la 

vitesse s> et de la force accélératrice 'f. Prenons d’ailleurs pour variables indépen- 
dantes les coordonnées x,jr, Z, et le temps I. Les formules (i ) devront être rem- 
placées par celles que l'on en déduit , quand on substitue b la force accélératrice f la 
résultante de cette force et d’une autre qui serait égale mais directement opposée b -ft, 
c’esUb-dire , en d'autres termes, quand on remplace les quantités X, Y, X , par 
les dilTércnces X — X> ^ — 5s- O” ““ , dans le cas du mouve- 

ment do la masse fluide , 

ÿ=,(x-%). 

P désignant toujours la pression hydrostatique au point (x,jr,c). Soit d’ailleurs A< 
un instant très-court compté b partir de la fin du temps t , et représentons par 

ix, Ay, Ax, Ao, Au, Ar, Aiv, 

les accroissements que prendront, pendant cet instant, les valeurs des quantités 

X, S, p, «, V, IF 

relatives b la molécule m . Ün aura sensiblement 

(y) Ajr = uAt, Aj-rrrA/, Ax = ipA/. 

De plus, la densité f étant fonction de x, jr , z, t , si l’on pose, pour plus de 
commodité, 

on trouvera 


ou b très-peu près 
111.* AKHis. 


>7 


( >3o ) 


Ap = /(j: 4- uif.j’ 4- rit,* + wi»,f + if) — /(■*»J>»>0 


( rff rfx ' dy rf« I 


Oa aura donc, en cotuidéraut it comme un inGuiment petit du premier ordre, et 
négligeant le* quantité* inCnimoot petite* d’un ordre *upérieur au premier 


( 8 ) 




On trouvera de même , en remplaçant , dan* l'équation (8) , la don*ité p par le* Tite**rs 
U , V , ni , qui aoni encore de* fonction* de x, y, z, t, 


(9) 


f diL , du, . dd , du\ 

57-*-“rfï + ”57 + “'îr)"‘' 

( dz , dt , dz , dt\ 

rf7 + “3ï + ’’d7'‘‘“'d7)"‘’ 

, Idw , dm , dm , dm\ 

iw=-— 4-U-— 4-0- 1-W— -lif. 

\itf ds dy dzj 


EnGu , comme , pour obtenir le* projections algébrique* X,’ %> de la force 

accélératrice f , il sullira de diviser par ü les accroissements infiniment petits 
iu, io, ito, on tirera des formules (9) 


( 10 ) 


^ «Jic . du . du , du dv , dt dv . dt 

= '7 =^+«s ;^+*'57 + "'î 7 ’ 


dx 


^ dw . dw , dw , dw 
i = — +a — -J-v — +w — \ 
dt dx ' dy dt 


et par suite les équation* (6) donneront 


(“) 


/ 

dp __ 

fj: 

du 

du 

du 


dx ^ 

r 

'dt 

t4 

dx 

® dy 


dp 

Y 

dt 

" dv 

dv 


B. 

I| 


~dt 

** dx 




Z 

dw 

dw 

dm 


dt 

r 

It 

** dx 

“”57 
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Cnncevoos k prêtent que l'on désigne par t et par t(i le volume infi- 

niment petit sous lequel la masse m se trouve comprise, i.* it la fin du temps (, 
3.* b la fin du temps I A(. La valeur numérique de la quantité positive ou négative 
Sas servira de mesure à ce qu’on doit nommer la dilatation ou la condensation du 
volume V pendant l’instant A(, Do plus , la masse tn se trouvera exprimée & la 
fin du temps ( par le produit 

et , é la fin du temps s 4* A( , par le produit 

(e4.A*)v(l -!-• AS) = pv|l -}-(() -f . 


Cela pose , comme cette masse ne saurait changer de valeur avec le temps , on aura 
nécessairement 




et par suite' 



puis on en conclura, en ayant égard à la formule (8) , 

(.*) ^ 

D’ailleurs , comme les trois produits 

(>3) uir, oAr, wM 


représentent les déplacements très-petits de la molécule m . parallèlement aux axes 
coordonnés, pendant l’instant as, il est clair qu'il suffira de substituer ces trois 
produits aux quantités $,>>,! dans la valeur de u déterminée par l’équation (33) 
delà page (6C) du second volume pour obtenir la dilatation éAt du volume v. On 
aura donc 


nu plus simplement 

(> 4 ) ■ 


d(uXt) rf(sAf) rf(a»A() 

dx dy lit 


S 


du dv 

57 ■'■î; 
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Par conaéqueot la formule (j a) doDDcra 

dp dp , dù , dp , fdu , dv . ^ir\ 


ou, cc qui revient au ménic. 


(iG) 


£L 4- 4. '^Cp*') 1 '^Cp°’) 

de ' dx dy di 


Enfin, si l’on désigne por v. et par v.(i les volumes infiniment petits 
sous lesquels la masse m se trouve comprise, i.* h l’origine du mouvement, s.* à la 
fin du temps ( , la valeur numérique de la quantité positive ou négative o servira 
de mesure à ce qu’on doit nommer la dilatation ou la condensation du volume de la 
molécule m pendant le temps I ; et l’on aura sensiblement 


( rfo , rfa . du , dut 

— + — h'’-; hw-T-Ut, 

dt ' dx ' dy ' dtj 


Ou représentant l’accroissement de u pendant l’instant M; puis on en conclura 


(17) 


du , du , du , du 

0=— ku — 4-v — + 10 

dt ^ dx dy 


dt ’ 


ou, ce qui revient au même. 


(. 8 ) 


t/u 

'dt 


dyj à'u d\i du dt) 

+ “ ^ + d7 + 


(lw_ 

dt 


Soient encore 


* — ï. J' — a I * — Ç 


les coordonnées initiales de la molécule tn , c’est-b-dire, de la molécule qui coïncide 
au bont du temps ( avec le point (x,y,t). Les trois quantités I , >i , ; servi- 
ront à mesurer les déplacements de la molécule m pendant le temps ( , parallèle- 
ment aux axes des x , y, t ; et , pendant un instant infiniment petit it compté b 
partir de la lin du temps ( , ces mêmes déplacements recevront des accroissements 
' égaux aux trois produits 





Digitized by Google 


( ‘33 ) 


( dn , </ïi , diï 

~î rW "7~ T-v — 

dt dx dy 

/f/c , rf; , d^ 


+ .r J)a,, 

+-î)‘- 


Or, rn divisant ces produits par A( , on devra retrouver les vitesses u , v , w pa- 
rallèles aux axes. On aura donc 


(■9) 


</ç 

-L. #1 


d( 


dx 

dr. 

+« 

du 

dt 

dx 

dx. 

+« 

dt. 

dt 

dx 


, dft , dn 


Ces trois dernières équations serviront à déterminer ' { , a , ( lorsqu’on sera parvenu 
à exprimer les vitesses u , v , tu en fonction des quatre variaLles indépendantes x , 


r- 




Les formules générales que nous venons d'étalilir subsistent dans toute l'étendue d'une 
masse fluide en mouvement. Mais il en est d’autres qui sont relatives aux surfaces par 
lesquelles celte masse peut être limitée. Supposons, pour fixer les idées, que la masse 
fluide soit terminée par deux surfaces, savoir, i.° une surface invariable qui s'appuie 
contre la paroi d’un vase, et qui soit représentée par l’équation 


( 20 ) 


f(x,j,î) = o; 


2 .* une surface libre soumise à une pression extérieure P , et représentée à l’origine 
du mouvement par l’équation 

(si) F(a;.^,i)=o. 


Enfin admettons que chacune de ces surfaces renferme constamment les mêmes molé- 
cules. Dans cette hypothèse , une moléçule située sur la surface invariable et corres- 
pondante aux coordonnées x , y , : , aura sa vitesse dirigée suivant une droite tan- 
gente è la surface. Donc cette droite et la normale è la surface comprendront entre ellc.s 
un angle droit dont le cosinus sera nul. D’autre part, comme les demi- axes des x,j, z 
positives formeront avec la vitesse de la molécule des anglos dont les cosinus seront pro- 
porliouuels 6 

' U , V , tu , 
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et, arec la normale & la surface inrariable, des angles dont les cosinus seront propor' 
tionnels k 

df{it,y,t) • d{{x,y,t) 

dx ' ày ‘ dt ’ 

le cosinus de l’angle compris entre la normale et la ritcsse sera proportionnel è la somme 
“ dl di ’ 


et ne pourra s’évanouir qu’arec cette somme. Donc , pour tous les points de la surface 
invariable , on aura en même temps les deux équations 

1 f(*.7,î) = o, 

_ rfrCx,/,*) , dî{x,y,t) , .. dî{x,y,t) 

“ rfi— + " Ty dT ®- 

Quant aux molécules comprises dans la snrface libre, leurs coordonnées x, y, s 
devront , au bout du temps i , vérifier simultanément les deux équations 

(s3) F(* — — «,* — Ç)=o, p = P. 


Il est bon d’observer que , si l’on désigne par «. , v. , les valeurs initiales de 
U , V , IV c’est-à-dire, les vitesses initiales de la molécule qui coïncide, non pas au 
bout du temps (, mais à l’origine du monvement, arec le point (x,y,:) , on 
alira nécessairement pour tous les points de la surface invariable 




. df(x,y,t) , dt(x,y,t) , _ df(x,y,t) 

U, — t-t. ^ t-W. O, 


et que l’on pourra en coaséquence remplacer les équations (as) par les suivantes 


(aS) 




f(x,y,î)=o, 

d[(x,y,t) 


dy 


dt{x,y,t) 

-K» — m.) — — O . 


dz 


Plusieurs des formules qui précèdent se simplifient dans le cas où les déplacements 
£ , » , t , les vitesses u , v , <0 , et la dilatation v du volume , conservent cons- 
tamment des valeurs très-petites. Supposons en eflet que cet diverses quantités , et par 
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suite leurs dérivées , prises par rapport aux variables x , j , z , ( , soient considérées 
comme infioiaient petites du premier ordre. Alors on tirera des formules (ii), (i8) et 


(«9). 

en obligeant les infiniment petits do second ordre , 


(96) 


iiu\ 

~di) 

1 

‘^P (y dw\ 

dt rff) 

(»7) 



du , , dm 




dt dx dy dt ' 


(98) 

di 


dn 


dt 


di=^- 

-p-Z=ZW. 

• dt 


Dans le même cas, les projection* algébriques de la vitesse initiale de la nioiéculc qui 
coïncide au bout du temps t avec le point (x,y,t) diUbreront très-peu des pro- 
jections algébriques «. > v, , m, de la vitesse mesurée è l’origine du monvemeot au 
point (x,y, z) , c’est- è- dire, que 1a dillérence sera une quantité infiniroent petite 
d’un ordre supérieur au premier. 


3 9. iSur C équilibre et le mouvement de» liquide» ou fluide» incompre*»ibUt. 

Considérons u^ liquide on fluide incompressible, soumis è la force accélératrice ^ . 
Si ce liquide est en équilibre , la pression correspondante au point [x,y, ») sera dé- 
terminée par la formule (a). Si au contraire ce liquide est en mouvement , la densité de 
chaque molécule devant rester invariable, la valeur de déterminée par l'équation 
(8) devra s’évanouir , et par conséquent on obtiendra la formale 


(^ 9 ) 


-r -:^+v -f- + w-f- — o , 
€lt dm dy ^ di 


en vertu de laquelle Téquation (i5) se trouvera réduite à celte qui exprime qu'un élé> 
ment du volume ne varie pas avec le temps , c’est-à-dire, à 


(3o) 


du de dm 

dx dy ^ de 


Alors les formules (ii), (sg), (3o) seront les seules qui subsistent, dans toute l’étondiio 
de la masse fluide entre les cinq inconnues p , p , u , v , a eonsidéaéea comme 


! 


( i36 ) 

lunctinns des variables indépendantes x, y, z, t. Dans le cas particulier où 1rs 
vitesses u , v , n> demeurent constamment très-petites, les formules (ii) peuvent 
être remplacées par les formules (aG). 

Supposons maintenant que le fluide incompressible soit homogène. Alors la densité p 
deviendra constante; et, si l’on ajoute les équations (a6) après avoir dilTércncié la pre- 
mière par rapport h x , la seconde par rapport t ^ . la troisième par rapport à z , 
on trouvera . en ayant égard è la formule (3o) , 



Telle est l’équation è laquelle doit satisfaire la pression p dans un liquide homogène 
et en mouvement , lorsque chaque molécule a toujours une très-petite vitesse. Dans le 
même cas, en désignant par u, , v, , n>, les projections algébriques de la vitesse 
mesurée è l’origine du mouvement au point x, y, z, c’est-à-dire, les valeurs de 
U, V , V correspondantes à ( = o , on tirera des équations (sG) 

■ . 

(33) 5= i;= 

Les formules (3i) et (3a) se simplifient dans le cas où , X , Y , Z étant des fonc- 
tions des seules variables x , y , z , l’expression 

(34) Xdx + Ydy + Zdz 

devient une dilTérentiello exacte. Alors, pour convertir l’état initial en un état d’équi- 
libre, il suflirait d’anéantir les vitesses initiales des molécules liquides, et de remplacer à 
l’origine du mouvement la surface libre du liquide par une surface invariable. Soit 
<S! la pression relative à l’état d’équilibre dont il s’agit. On aura 

(35) df^f[Xdx+YdyJrZdz). 

ou, ce qui revient au même, ' 



et des équations (aS) 
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d<s 

d<S 

• 

d<S 

(56) _ = 

dy 

= ,Y. 


et par conséquent 




tdX , dY , 

dZ \ 

d'<i 

d'9 </'ÿ 



dx' 

dy’ dt’ 


Donc , «i l'on lait pour abréger 

(3/) ? — />=». 


les équolions (5i) et (52) deviendroDt 
(38) 


d^w 

dx* dy* 


dz' 


s=0. 


(09) a = «,+ 




P dx 

Par suite les formules (33) donucroDl 






dj 


, is = V. + 


d f'wdt 
• J . 


di 


(40) 


5 — _ 
P 




dt* 


dx 


i =t).« -I — 
P 




dt* 


ày 


, . . 

C = «’.« ^ -J — ^ 

» tfc/ «» 


Ajoutons que, si la masse liquide est tenniôéa par déùx rarfacea, i’one invariable et re- 
présentée par l’équation (ao) , l’autre libre , mais soumise à une pression extérieure P, 
et représentée b l’origine du mouvement par l'équation (si), on aura, pour tous les 
points de la surface invariable, en vertu des formules (s5) et (09), 


(40 


d{{sc,Xii) dj', wdt d{[x,y,t) dj' wdt ■ .rff(®,_r,*) 
"t" J.. J.. "t" 


dx dx 

III.' ASMÈE. 


dy 


dt 


dt 


> 0 , 


18 
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tandis que l’on aura , pour tout les points de la surface libre , en vertu des formules 
(a5) , ( 07 ) et ( 4 o) , 

(4a) F(a 5 — 5,7 — > 1 , î — ;) = 0 , ir = q> — P, 

ou , ce qui revient au même. 



Cela posé , pour obtenir la fonction de x , jr cl z désignée par » , il tullira d'in- 
tégrer l’équation (58) , on détermiisant les fonctions arbitraires de manière é remplir les 
conditions (4>) et (43). De plus, la fonction v étant connue, on déduira immédia- 
tement des formules ( 57 ), (3q) et (4o) les valeurs de la pression p, des vitesses ti. 
Il ,' n> , et des déplacements 

Pour montrer une application des formules qtie nous venons d'établir, considérons un 
liquide homogène dont les molécules, uniquement soumises à la force g de la pesan- 
teur, conservent pendant toute la durée du mouvement des vitesses très-petites; et con- 
cevons que, l’axe des s étant vertical , l’ordonnée : te compte positivement de bas 

en haut. Supposons en outre que le liquide repose sur un plan horizontal représenté par 
l’équation 

(44) z==-A, 

que ta surface libre supporte une pression constante désignée par P, et que cette 
même surface, à l’origine du mouvement, s’écarte très -peu du plan des x, jr. 
Soient enfin 

(45) î = F(x, 7 r) 
l’équation initiale de la surface libre, et 

( 46 ) — 

la valeur de ir. correspondante à s = o. Les fonctions F(x,_ 7 -) , ^[x,y) auront 
de très-petites valeurs numériques, quelles que soient d’ailleurs les coordonnées x , y ; 
et, comme on trouvera 

.<¥ = 0 , F = o, Z=: — g, 
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la formule (55) donnera 

(47) dq; = — g?d:. 

Or cette dernière équation sers Térifiée. si l’on prend 

( 48 ) (ÿ = P-gfZ. 

Cela posé, les formules (40 et (4») deviendfont 

J 

(49) . = -A. 4 '=°- 

et 

(50) » — ; = F(» — Ç,y — 0. » = — gps. 

De plus, les déplacements (, a devant rester très -petits, ainsi que la fonction 
F(æ, 7 ’) , on pourra, sans erreur sensible, réduire la première des équations (5o) è 

(50 î — i; = F(*,Oi 


et , comme la troisième des formules (4«) donnera è très-peu près , pour des valeurs de 
Z peu dilTérentes de zéro , 


(5s) 


5 — tg(x.y) -f- — 
P 




■dt' 


dt 


on tirera de l’équation (50 



z=F{x,y) +tf{x,y). 


D'ailleurs, si l’on élimine : entre la formule (55) et. la seconde des équations (5o) , 

on obtiendra la sufvante 


(54) 







qui restera sensiblement exacte pour de très 'petites valeurs numériques de * » et par 
conséquent pour s = o * Donc l*on déterminera , dans l’hypothèse admise , la fonc- 
tion de X , y , t désignée par w , en intégrant l’équation (38 ) , de manière que la 
condition (54) soit vérifiée pour ; = o , et la condition 
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pour 2 = — k. On fixera ensuite la valeur do la pression p , en un point (}uel- 
conque de la masse liquide, à l’aide de la formule (37) , ou plutôt de In suivante 

( 56 ) p = P — gfi — w , 

puis les valeurs de u , v , m , i , 1 , à l’aide des formules ( 3 g) et (40). Ajoutons 
que la surface lilire du liquide sera représentée, au bout d’un temps quelconque ( , 
par la seconde des équations ( 5 o) , qui peut s’écrire comme il suit : 



Si, pour plus de simplicité, on supposait les vitesses initiales u, , v„ , ir, . réduites 
h zéro, la fonction étant alors nulle, l’équation ( 54 ) se présenterait sous la 


forme 






1 


dt* 


(58) 

e 

di 



tandis 

que les formules (3g) et 1 

(4o) donneraient 


( 59 ) 


1 



^ P dx * 

P 

J * ® — 

<h P 

dz 

et 





( 60 ) 


1 



® ' P dj: 

f II zsz — 

P 

dy t 

tiz 


Nous renverrons b un autre article l’intégration de l’équation ( 38 ) , ainsi que l’expo- 
sition des lois qui s’en déduisent pour la propagation des ondes à la surface d’un liquide 
pesant. On peut d’ailleurs consulter sur ce sujet un Mémoire composé en 181S, qui a 
été couronné par l’Institut en 181G, et inséré dans le recueil des Mémoires des savants 
étrangers. 
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§ 5 . Sur l’^quUibrt et le mouvement des fluides élastiques. 

Soit (loonû un lluiilo élastique soumis & la surface accélératrice La densité f , 
en uD point quelconque (x.j-,:) de ce fluide, sera proportionnelle & la pression fi , 
c’est-h-diro , que l’on aura 

(Cl) f = kp, 

h désignant un coeflicient qui dépendra uniquement de la température correspondante 
au point dont il s'agit. Cela posé, considérons un état d’équilibre ou do mourement de 
la masse fluide, dans lequel In température, connue on obaque point, ne varie pas avec 
le temps, k sera une fonction déterminée de x , jr , s ; et la pression p , si le 
fluide est en équilibre, se déduira de la formule 


(Ca) d\(p) = k{Xdx+rdz + Zd:) 

que produit l’élimination de g entre les formules (3) et (61). Au contraire, si le fluide 
est en mouvement, les cinq inconnues p, p, u, v, m devront vérifier les ciiM| 
équations (u), (iC) et (fil), quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux va- 
riables indépendantes y, e , t. Dans le cas particulier oü les vitesses u , v , iv 
demeurent constamment très-petites , les formules (il) peuvent étl« remplacées parles 
formules (s6) , desquelles on tire , en les combinant avec l’équation (61) , 

(«) ■ 

D’ailleurs, si l’on élimine p entre les formules (16) et (61) , on trouvera 

, dp , d{kap) , (l{htp)- , d(kmp) 

( 64 ) O, 


ou , ce qui revient au même , 


( 65 ) k 


ÜM 

dt 


- 1-4 tt 


d\{p) , rflfp) 


dx 


dy 




d\{p) 

(/* 


d{ka) tl{kt) i(\km) _ _ 


puis , en considérant les vitesses a , v , u> comme infiniment petites du premier 
ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on déduira des équations 
( 69 ) et (66) consbinées entre elles 
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( 66 ) 


d\[p) 

dt 


4- k'i^Xu Yv + Ztv) + 


d[k u) 
dx 


d{kt) 

<r 


d (i t») 
dt 


Si maintenant on auppose que les projections X . Y , Z de la force accélératrice 
y soient indépendantes du temps , on tirera de l’équation (66) différenciée par rapport 
& ( , et réunie aux formules (65) , 




(67) 


dr 


kX 


dy 


dt 


dx 


dx 


, ^ di{p) . d’\(p) . d’\{p) . d‘i(p) 


dt 


dy’ 


Telle ost l'équation aux différences partielles du second ordre il laquelle doit satisfaire la 
pression p dans un fluide élastique en mouvement , lorsque , chaque molécule ayant 
une vitesse très -petite, la température et les projections de la force accélératrice sont 
indépendantes du temps. Alors aussi, en désignant par u,, v, , m, les vitesses ini- 
tiales , c’est-è-dire , les valeurs de u , v , w correspondantes è ( = o , on con- 
clura des formules (63) et (37) 



Quant aux déplacements if , a , ï , ils seront déterminés , comme dans le § 3 , par les 
équations (55). 


Los formules (67) et (68) se simpli&cnt dans le cas où , la direction et l’intensité do la 
force accélératrice étant, ainsi que la température, indépendantes du temps, le produit 

(70) k{Xdx + ydy + Zdz) 

devient la dlfTérentiellu exacte d’une fonction des seules variables x, y, Alors, 
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pour obtenir un état d'équilibre do la maoo fluide , il sulSrait de rendre invariable» le» 
turface» qui servent do limites au volume qui renferme cette masse , et de la distribuer, 
entre les direrses'portions du même volume , de telle manière que la densité o et lu 
pression p correspondantes è un point quelconque fussent propres è véri- 
fier les formules (G'i) et (fis). Cela posé, désignons par la valeur de la pression 

P relative è l’état d’équilibre dont il s'agit. sera une fonction des seules variables 
X , y . I , qui vérifiera l’équation 

(71) d\[%=k[Xdx-\-Ydy->rZdz) , 


nu , ce qui revient au même , les trois formules 


(7*) 


dx 


zkX, 


dy 


=zky. 




di 


= kZ; 


et l’on aura en conséquence 


k‘(X'+Y' + Z')z=kX' 


,v ‘"(î’) 

dx 


Jrkr 


dy 


+ kZ 




dt 


d(kX) 


d(kY) d(kZ) d’l(f) rfM(Ç) 


rfM{ÿ) 


dx 


àj 


dz 


dx* 


dy*’ 


dt* 


Donc , si Ton fait pour abréger 

(73) U$) — Up) = «. 


tes équations Ifij) et (fiS) deviendront 


( 74 ) 


(- 5 ) 


£ 

dx 


X* dy* ^ dt* ^ V <<iT ^ dy^ dz) dt* ' 




udt 


“ = ”- + T dx 




k dy 




9 dt 


T dz 


Observons d’ailleurs que, la quantité » étant très-petite, l’équation (73) donnera, 
sans erreur sensible , 
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9 

(76) _=6‘'=l+., 

P 

et que les prustioDS ^,p mesurées au point [x,y,t) i.° dans l’étal d'équilibre dont 

nous avons parlé ci-dessus , a.* dans l'état de mouvement que présente à la Cn du temps 
( la masse fluide, seront proportionnelles, en vertu de la forraule (61), aux densités 
correspondantes à ces deux états. Donc la valeur numérique de la quantité positive ou 
né;jativc désignée par * mesurera ce qu’on doit nommer la dilatation nu la con- 
densation du volume au point dans le passage du premier état au second, 

.^joutons que cette dilatation ou condensation ne doit pas être confondue avec celle que 
nous avons désignée par la lettre u , et qui se rapporte au changement produit dans 
le volume d’une molécule m , tandis que la masse fluide passe de l’état initial de 
mouvement ou de repos II l’état de mouvement qui subsiste au bout du temps (. 

On pourrait encore parvenir aux formules (74) et (76^ de la manière suivante. , 

On tire des formules (C 3 ) et (CC), en ayant égard aux équations (73] et (73) , 


(77) 


du dt rf« rf» 


dw d» 


(78) 


A ^ = A'(.Ya -f }'v -f Zw) 


dx dy 


d(tm) 

rfi 


Or, si, après avoir düTérencié par rapport è ( la formule (78), on la combine avec 
les formules (77), on retrouvera précisément l’équation (74)- De plus, il est clair que 
les équations (y 5 ) se déduisent immédiatement des formules (77) intégrées par rapport 
è < et è partir do t = o. 

Si l’on suppose que la masse fluide s'étende indéfiniment dans tous les sens , il sera 
très-facilo do déterminer les fonctions arbitraires comprises dans l'intégrale générale de 
l’équation (74). En elTet , ces fonctions arbitraires peuvent être réduites aux valeurs 

d¥ 

initiales des quaalitéa » ol * Or* diaprés q****,^ plus haut* la valeur 

initiale de » , que nous désignerons par »o * représentera , au signe près, la dila- 
tation ou la condensation que subit le volume du nuidc élastique au point , 

quand on passe de l'étal d'équilibre ci-dessus inenlionué b 1 étal dans le(|uel sc trouve le 

fluide h l'origine du mouvements Quant à la valeur initiale de t elle le déduira 

sans peine de la formule (78)» et sera, en vertu de cette formule, équivalente au po- 
lynôme 
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(79) 


k(Xu,-\- Yv,-\-Zwo) + j- 


<t{ku,) d{kt,) d{kw,) I 
dit dy rf » I 


Lonque la maue fluide eat uniquemeDt soumiso à la force accélératrice de la petan- 
tear, alori, en auppotant que l’axe des z soit vertical, et que l’ordonnée z ae 
compte poaitivemenl de bas en haut , on trouve 

X = o, y = o, Z = — g, 
et par suite l’équation (74) réduit à 


(80) 


rf’» rf’v ■ rf*» 4 » rf>» 

</»• dy' dt' d7 * dt' 


Si l’on suppose au contraire que la force accélératrice s’évanouisse , l’équation (74) ae 
réduira simplement 


( 8 .) 


d'n d'n , d’n , d’M 

4- -I = k 

dx' ^ dy' dt' df 


Si l’on admet do plus que la même température règne constamment dans toute l'étendue 
de la masse fluide , la quantité k deviendra indépendante des variables x , y , a , 
et la formule (78) donnera 


(8a) 


du du , 
dt dx dy dt 


puU on conclura des équations (97) et (89) 


\ 


(83) 

et par conséquent 


d» 

~di 'dt ' 


(84) u = . — ... 

Alors , si l’état initial do la masse fluide est un état d’équilibre , on aura = o , et 
par suite ' 

(85) vzzzti-, 

ce qu’il était facile de prévoir. 

III.'AinréE. *9 


Digitized by Google 


I 


( «46 ) 

§ 4- Sur te numvement de la chaleur. 

Concevons que l’on demande l'équation du mouvement de la chaleur dans un corps 
solide ou dans l’eapéMi Supposons d’ailleurs, comme dans l'article précédent, que le 
calorique est un fluide qui (>énètra tous les corps , et dont chaque moiécule te Boeut 
toujours à partir d’un point donné {x,jr,*) dans la direction tuivant laquelle la dé- 
croissement de la densité est le plus considérable. Admettons onflo que la quantité de 
chaleur, qui, pendant un instant très-court it , traverse Un élément de surface per- 
pendiculaire è celte directien, est proportionnelle au module du décroissement dont il 
s’agit. Si l'on désigne par u et p la vitesse et la densité du fluide an point {x,y,z) 
au bout du temps ( , puis par u , v , ir les projections algébriques de la vitesse » 
sur les axes coordonnés^ Ou aura [v. la page l aS] 

(8G) = 

k désignant un coefficient positif, qui sera constant si le calorique se meut dans 
l’espace ou dans un corps boBtOgène, et qui, dans le cas contraire, mesurera la con- 
ductibilité du corps échauffé au point {x,y,z). Or, si l’on substitue dans la formule 
(iG) les valeurs des produits pu , pv , par Urées des équations (86) , on en conclura 
immédiatement 



Dans le cas particulier oii le coefficient k a une valeur constante , c'est-à-dire , in- 
dépendante de X , y ol Z , l'équation (87) se réduit à 



Les formules (88) et (87) coïncident avec celles qui ont été données par MM. Fourier 
et Poisson, quoique l'hjrpothèse admise dâus cet article relativement à la propagation de 
la chaleor diffère essemtielletncsit de celles :<(ua oes-deux géomètres ont adopséee , et sau- 
vant lesquelles le calorique serait un fluide qui s’échapperait par r.nyonnement dans toutM 
les directions possibles de chacune des particules d’un corps échauffé. 

Je montrerai dans un autre article l’analogie qui existe entre la propagation du ca- 
lorique et la propagation des vibrations d’un corps entièrement dépourvu d'élasticité. 
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SUR LES DIFFÉRENCES FINIES DES PUISSANCES ENTffiRES 


D’ÜNE’ SEULE. VARIABLE.’ 


Un Mit que la dilTérence fiole d’une 'puissance entière de la rariablo m 

s’évanouit dans le cas oit l’ordre m de la difTéreOce finie est inférieur à l'exposant 
n de la puissance.' Dans le cas coutraire, se réduit è un'poiyoome en x du 

de^ré n — m. Or, parmi les moyens è l’aide desquels on peut déterminer les coef- 
ficients des diverses puissances de x dans ce polynôme , l’on des plus simples qst celui 
que fournit le calcul des résidus, et que nous allons indiquer en peu de mois. 

Comme on a généralement, ea supposant le nombre n enlier.^rt le signe £. 
relalif à la variable * , < . ' /' 


(') 

i 

on en conclut 




A"*‘ 


' I. i.i...n£y 


{(*-+■)) 






la caractéristique a étant relative è la variable' <è puis , en posant pour abréger 
ia: = A, on'trouve ' » , ’ i , , 


(3) 






.n ■ 


* ' * ^ A • 

Concevons inamtcnant que l'on ^développe les denTfoDÇtiüDS 

suivant les puissances asccndanlea'de ' i\ et faisons 

(4) * ' ■ (» + ~H =1 4-'’df,s + d/.r’ + .W»ï’ + elc.. 

^ -V I-a laïvO J ^ 


Digilized by Google 


Pour obleoir le résidu . > il Buflira de chercher le coefllcient de 

((*"*■)) 

dans le développenent du produit 

> ^ • A ■ * • 

et par suite l'équation #(o) donnera . ^ ’ 

(5) ^ à“T" = ■ ‘ , 

V w # • J 

n(n-i)...(n-m+i)A"j,"— "+n(nM}..r(n-m)M, A"**<r"-'"-*+.-..+ n(n-i)...3. î. i. . 


On tirera d’ailleura de la formule (4) 

t 

' . i 

; M. 


(6) df . = 

et généralement 


m(3m + i) " m*(m + i} 

iWj=r- 


a4 




48 


i.a. 3. .. m 


etc... , 




le signe S indiquant une somme de termes semblable# à celui .qui se trouve renfermé 
entre les accolades , et rela^fs b toutes, les valeurs entières positives de p, g, r, t,„ 
qui vérifient les deux conditions * ■s'" ' ‘ * 

(8) p + q -\-r =m7 7 + ar + 3* +'••< = 

Si , dans l’équation (5) , on pose successivement , , ^ ' 

' ■ . * ’ ' * 
n = m, n = m-h>i> n = m--t-a, etc...., 

on obtiendra lés formules 

' ' A, . . 

j.a.3.,.mA*‘ , , . . ^ 

A"*®"*' = I. a.3... (m (4- + — ) . ■. >' • ./ 

( 9 ) \ r*"*’ = ’■*•"••• (”* + T + ’ • 

• • a • 

T I 1 -«£-...>/** .mi* , m(3m + i) * . m’fm-MlV 

A-X-* = ■ . ». 3... (m + O) — + -L^_ + . 

\ etc 
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SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES 

DES PDISSANCES ENTIÈRES D’UNE SEULE VARIABLE. 


La méthode que nous avons employée dans l’article précédent pour déterminer les 
difliérenees finies des puissances entières d’une seule variable , peut également servir à 
former los inlégralos aux dilTérences finies de ces mêmes puissances. Conoovons , par 
' exemple, que, la lettre n désignant un nombre entier, on se propose d’évaluer l’in- 
tégrale aux différences finies la!" , c’est-à-dire , la valeur de jr projire à vérifier 
l’équation 

(0 4 / = *"; 

et soit v(x) une fonction périodique de ai, déterminée par la formule 

• • 

(») 4 »(») = 0 . ■ 

^ On reconnaîtra sans peine que l’équation (i) de la page 147, savoir, 

P * '• 

(5) = I. a.3..,n «L 

•niratne la suivante ' ' 

( 4 ) l«" = 1, a. 3 ...n ^ 
qui peut être réduite à 

(5) XX"- I. a. 3 ...n I - ■■■- - p -f »(x) . 

En effet, pour vérifier Iq^ormule ( 5 ) , il suffira de prendre les différences finies des deux 
membres, et d’observer que l’on a 

• .P .si, P !.. ûe* P «'■ 

*<^.‘•-1 ({*•*■)) 


{( )) 
((»•■’■•)) ’ 


IlL* Anxia. ‘ 


• 9«3s.. fl 
20 
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• . , { » 5 o ) 

AdmettoDi maiotenaDl qne l’on développe lea deux fonctiooa 




tuirant lea puiaaances aseendantea de a , et faisooa ’ 

^(6) . .-a (* + ■7 + -^^+—] =« +“i‘* + ».** + «!** + e»® 


Le réiidu 




«‘•-I (C*"**)) 


ne sera autre chose que le coefficient de *"+■ dans le développement du produit , 

_ 6» +— + -7^+ ...) =-7(1 + ^ +— 4. ...) (t+a.A*+«.A*f4....). 
• • 

et l’équation ( 5 ) donnera ■ . 

(7) Z®" = — 4. a, *» + not.A»"— + n (n — I )«i 4- etc. + w (®) . 

On tirera d'ailleurs de la formule (6) ■ ' ' ' 


(8) a, = ■ 

et généralement 

(9) 


= — • ~7r • «J = o. «4 = — — ■ - J ■ / 

, » 6 . i.a.3.4 


:0. a..= (_l)J" 


,5 = 0. etc. ; 




m désignant un nombre entier dilTéront de zéro , et A,^ celui des nombres de Ber- 
nouUi, qui correspond b l'indice am. £n effet, la foriiiulc (6) donnera 


( 10 ) 


(1 + — + — + ...) ' ■ 

i — - f _L 


(( )) 


V-1 ((.')) ' 


et , comme on a identiquement 
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( !«■ ) 


I 

<■-1 


Iv «*+l 


ï* “ï* 
l 1 é +• 

a a \* -i* 

« - e 


OD IrooTera encoro 


*• * :* *î* i* 

t,,\ » ^ * f * +* ' _ r -* ' • 

• ' . -j* ((.‘)) dz ((*')) ' 


Or OD concldra de la formole (i i) , i.’ en remplaçant l par ai» — i , 

=0 , • ■ *•■ . 

. • 

1.* en remplaçant l par sm. et > par at^/TT , >' 


(«*) 


^ (-0” ^ dlii 


sinf I 


L-0".<r , “î" 


dl (( t’" )) . a'“ • dt (( »•■" )) ’ 


* on, ce fui rerient^aii même , 


i 


(.5) 


(->)’ 


1 . 3.3... (im-i) s 


>" do” 


t devant être réduit ê zéro aprèz les diOSSrenciationa ; et, comme l’équation (7a) de la 
page S49 du premier volume donnera «. 


* C4) 


1 


liol 




= — a* 


U est clair que la formule (i3) en traînera la seconde des équatioos (9). Ajoutons que de 
la formule ( I a) combinée avecl’équaüon (ai) de la page 3oi du second volume on tirera 


(i5) 


._( !)"•►■ -j. +—j,. 


CeU posé . l’équation (7) pourra être présentée sous l’ane des formes 


(•■fi) s®' 


(n-fijA s 'a , a. 3.4' 


■ C\iQdizecl tjy.^oogle 




N 

t 


( » 5 » ) 


X17) !*•= ^ 


fUL _ J: ». + 4 - JL A*— _ ■ ”("-«H" :!lA»«-»-etc.. +-(*). 

„..\i. - ~ c - So 2.5,4 


(. 8 ) 


î®" = »(») 4 - 


(n+.)A 


‘ + Tr-+s^H-.)-7ï^n \'+T* + ï7 + r) — +-|- 

» 

*■ Si , dan» l‘éqnation (18) , on allribnc «ucceMivement au nombreenliar 1, leaaaleii» 
I, a. S..... on en conclura 




ZX-- 


as{^~h) 


2A r 

•v^ 4 ‘= 


1) . / ^ x(m-h)(ax-h) , ^ , •• 

f 4- »(«) , !»• = _i-_^ÜL i-4- »(») , 


b*(#-A)‘ 


— +■•(«)> «K:.... 


Il eat bon d’obaervcr que de l’équation (lô) 6n Ute directement'*' 




le signe S , iB^iyaant une somme de termes semblables à celui qui est renfermé entre 
les accolades, et dorant s’étendre. A toutes les râleurs entières, nulles ou positires de 


7 , r s , qui rériCent la condition 




__ ^0^ jSst» 


(**) 


74.ir4.5a4-... = <: 

a 


Des formules (ij) et (so) comparées entre elles, il résulte, 1.* que, si Ton étend le 
signe S é toutes les râleurs entières , nuUes ou positires , de q, r, qui 

vérifienl la condition •. . ‘ ' 


(sa) 
on aura 


9 + ar + 5# + eae = 9m4“* >> » 




1.* que, si l’on étend le signe S, è toutes les râleurs entières, nulles ou positives de 
. f • e , a , ... qui vérifîent la condition 
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, • • * . ( >53 ) - 

(i4) 7 + ïr+ 5* + ... = sm, 

I« terme corretpomiant k l’indico- in> dans In série des nombres de Bernoulli sera 

♦ ^5) ^ A.,= , 

« * • . • 

Oa a ru, par ce qui précède, comment, k l’aide du calcul des résidus, on peut dé- 
terminer (a râleur générale de l'intégrale Xe''. On calculerait arec la même facilité 
la râleur de l’expression , 

^ » 

que fût le nombre det intégration» indiquée» par le signe z; et Tod iroofeVaite 
en dé»tgnant*oe nombre par m , • ^ . 




(•6). 


‘if 


HZ... «"es i.a.5.«.n 


ZIZ... 


ou , en qui rojient an même , ’ ” 

(>7) , 


*• > 


-A * a - 

/ # -V . -■■■♦ 

Dans l’équation {•^), *i(o;) , v„_,((b) , -.g^[x) repréanqieot dea fonctions 

périodiques do la rariable qui peurenl être chobies arbitràinmeot. Ajoutons que , 

' si l’on pose * ^ 

,s<^ete... , ' • 

t a a. O 1 A - 


(■.8) ( , 4- -L + ^ \ “*= ir + Tlia + TO.** + TOi** 

i. ^ 

lôrmuie (|j][j>.urra être réduite k •■■ ■'-. ' » 

‘ * - ■ . 

,*«+» • — , «' 

— n;r +*ni>'TTTTT — +-+'m.-«'+7R.-..tec’-’+.. 

(n+i).*.(n+w) A" , (n+i)...(n+m-i)A"*“* 


(»ÿ^‘ 

*>;■ 


4- +«■-•»,(•) 4-... -+-*»•-«(») -f- »«(*) . 
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4 » 


( .54 ) • 

On tirera' d'ailleurt de la formule (s8) 

(no) TTt. • 7R.I = — • Ttlit ' 


r9 . 


»4 


m»(m- i) 


48 


etc.. 


et };éaéralement 


' ( (« :«.3..î)(..a.3..r)(..a.3..a).. i.j U.3/ "T 

^ le tigoe S aétendantà toutea lei vaieun dnliicM, nuUea ou pontirw de 
qui rérifieut la condition (ai). < . ‘ t * . ' , 


t: 


■cÀ 


* 


H? 




> #• 
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SUR LES DIFFÉRENCES FINIES 


ET LES INTÉGRALES AOX DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES 
. D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABIÆS. 


'i 




A l'aide dei formules que noua stods établies dans les articles précédents , on déter- 
minera 'sans peine les différences finies et les intégrales aux dillerences finies des fonctions 
entières d’une ou de plusieurs rariables. Pour y parvenir, nous observerons d’abord que, v 
si Ton fait usage des notations adoptées dans le second volume [pages i6i et suiv.} , les ’ 
formules (5) et (aq) de l’avtint-deniier et du dernier article se réduiront aux deux équa- 
tions ’ • 

« 'J ■ ■ • 


(a) xz...» 




A- 


t-JIL.- 


A— . 


• +. • + DR.-»" +3JU . 


dont la seconde pourra encore être présentée sous la forme 


(3) 




A-D" 


-DR.. 


• — m-.om-. ••• + DR.-»" -4- DR«+.^i>*"^etcî . 

ou , ce qui revient au même , sous la suivante , ‘ • / 

' ’ T; . 

(4) A""'*" = A"’"D--ai"4-3Tt.iA""'*'D— +DR.ii^<»"-f DR.-+.*^*"-+-*»®- 


Seulement, pour que la valeur do ZZ...X* fournie par l’équation (a) , (3) ou'^A] 
vienne la plus générale possible, il faudra remplacer les conslantee arbitrairM comprises 
dans les iulégrales ^ < 




«c.. 


A sa • • . * 

par de« foDCliooa périodiques arbitrairemeot Gboiiiei. QuaAt aux coeflicieDU U, , Jf»t 
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( .56 ) • 

.«J . elc... . . iïït. . 3 TLb . etc— . i>« •« tronveront détermiaéi p»r le« formule* 

( 4 ) et < 48 ) de» pages . 4 ; et .55 , ou , ce qui rcTient au même, par les deu équations 

(5) {«■— .)" = »“(i + M,î+âf.**+.'tfjt>+elc , ) = »"+Af,*~+'+Jf.»"** + eto., 

f »• 

•Supposons maintenant que, dans la formule (i) ou (4) , on remplace tuccessirement 

l’exposant n par les suirants n+i.n + a, et que l’on comhine par voie 

d’addition les formules ainsi obtenues , après le* avoir respectivement multipliée* par des 
coefficients donnés A , B . C . ... Alors . en faisant pour abréger * 

U = /<*" + Jîx"+' + Cas"** + ... . ‘ - V J" 

on trouvera 

(8) * y“u = A'"D'"u + flf .A"**'D"+'u+Af,A'"**D’"+>u+Af3A'"-'-’i)"'+*tt+etp... , 

^ • • -J, 

[a) ‘û-"'u = A"D-’"u + 01L-A*"*'i>""'‘^'“+ — + 5Tt™‘*+OTL-+**J*“+®'«^ — 

Coram.! on j>cul d’ailleurs, dans le second membre de l’^équation ( 7 ), fixer arbitraire- 
ment le nombre des termes, et réduire l’exposant n A^éro, lÿ valeur do, u que 
cettoAqualinn délernilne , pourra être une fonction entière quelconque de^ la vaiiablc x. 
' Donc . pour ilévçloppcr les différences finies ou les intégrale* aux différences finies d’une 
•eiiiMable fonction en séries ordonnées suivant le* puissances ascendantes de la quantité 
A =i,Ai , il suffit de recourir aux formules ( 8 ) et { 9 ). Do plus, comme dans cés der- 
^•res ^^-'-fficients M,. M DR... .^R. • etc..... doivent être^déduiU des 

é'îpiatiltns fî>) et ( 6 ) . on trouvera encore ** * 

A *• . 

^ ■ .m / hD \m *- ’ * . ,* 

( 10 ) • A — 1 ) O, • 


et 

•t 

(■■) 


-m f.AD . 
n u=\t — l J «, 


pourvu qu'après avoir développé les expressions 

et ■ (s*®-.)-"-- 

en série* ordonnée* suivant le* puissances ascendantes de A , et par conséquent an 
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twEDM de la (orme 


• 


tf ' 

Xi' • 

V< , . • I- • \ » 

OD conaidère la ieUre D placée deranl la lettre *' u comme une Téritable caractérii- ^ 
tique. . ^ Il m- * * . 

I^nt le Ta» particulier où Pou suppoae m = i , le» foripul^ aymboliquea (lo) at 
(il) ae iMnhent i' * * 'r. 

(«') *'•->* ^ * . 

" ~ \ Pt ■ * . *. '■ V- • ■' 

(i5)‘ ^ 7 — *^■‘1'" •• <• 

etTon^icoadut- _ ‘ 

I • 1 1 J e . s 

* a « a /^a.3.4 . ^^4» a.^.5^ 

ou, ce qui rérient afm^e , ** * 




;f- 


f.t 


0,^ . +.^ 

* ■•' ' ’iai • , ' 5-V 

/ ' • • 

I . I h éa *i A* rf’u , I A* rf.*u 

■(i j^ iu= ^ JJ' ^ 3o ,.3.^ </** 4a aifr.4.5.6 

r. ■ . ». » ■ ■‘« ‘•a.i 


Il e|t qiaealkl de rayeler qtw^a cooalanteerbitraire, igpmprise dans 1 ’ 4 il^r.l|/||to 

que re uM jfcae Péqnlitkm ^it tlrf remplacéo ‘par une fonction périedique , mai» 

arbitraire , de la rarfablo ^ 

1 • ' * ii 

. Con'ceTooa A püéaent.qiM: la Intee u désigop une fonction entièij^non plus de4a ■* 

aeoie HHaIiIu a ,• mais de plusie^S rarialilOT indépendantes x, y « "t , rt que 

l'on emploie let: caraetéffilique» v 1: ' 


h., D.\ D.\..;y D,, i)., B.VD.*,.-, etc.,. 


au 




L.* 


A>, A,*, A,',...; A^, A^*,* A^t, ..'/ÿ 74,/* A.*, A,’, ..»î^tÔ. , 

* . • • • * » * • 

IIL* ARail. ■ . • . . >1 
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( i58 ) • 

placée* derant une fonction de x, jr ,'t pour indiquer les dérivées partielle* de 
cette fonction ou se* différences finie* partielle* de* divers ordres pri*q| par rapport k 
X, par rapport & jr , etc... Alors, en pownt 


(|8) «O as = A , = ’ i* = /„ etc..., 

' ' t* ' , "r 

on tirera de la farnnile (le) “• i . • : 

• 

(19) m_,~- A/«==V« ' — a, etc..., 

et par suite '■ . ' • >.» •' ' * 

(ao) ' 

De même , si l’on eaploio le* caractéri*tique* p 

- , .N * - ^ , 

Dx~' t Dx~* t .d)/“ - D,”', D,~*, etc., 

• ■ 

b 

4.-*, A,-*, , V, 4,-»,.,.; 4.— , 4-*, 4.-»,...; etc., 

. ' î 

placées devant une fonction de a> , * , ... , ppur exprimer Je résultat d’une ou de 

plusieurs intégratiqp* indéfinie* relatives ë æ, ouà ou là *, ... etdugenrode 

celles que l’on ôrdioasMBtent par le signe J" ou par (o *Jg;ne z, 'on tirera 

de la' formule ( 1 1 ) ' • ' 


(ai) 




etc. , 


efpar suite . <* ... 

■ ij * . i., ‘y -i- ■ / 'v. • 

, ^ ( '•O- Y”/ V" 

(**) o=V.« —i) \e ^ — ij ‘...u. 

•py- d? , _ V ’ *. *' 

Il est important d'observer qu’aprés avoir développé Uépseconds membres des équations 
(ig), (ao), (av) eqsIRfesPrdinitaéc* suivant les pui si ^t fc es a.scendantes des quan- 
tité* Ak Jk ^c on devra i.*ooaaidérer D,, comme de véritables 

carlctérisliques; a.* spbatituer aux'constqfrtes arbitraires , )rani)li1ses dans les intégrales 
indiquées p.-ir les cxppsai|^^ni|^tifs de la jettre D-, (bâclions périodiques , mais 

arbitraires. ^ 

. .r 

CoDcevoni encore que Pod pose ■ 

» t ^ •• •»:. 


. J 


(a3) 


u = f(ai,j',î,...) . 
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, ( ‘5? ) 

On tirera aucceatiTement de la formule (12) 


AD, 


f (® + A, i,...") = tt+ ^ (1 -d- V ** >' 

4 • • 

kD,.. . . kDf hD, hD.+kD, 

f (a> + = ® '^f(* + A. ^ * •* “ — * “> 

, , V ID, hDs*kD, kD.+ kD,+tD, 

[{x-\‘h,y-^k,î-{-t,.,)=e f(œ+A,jr+A,i,..)=e e • a — e u. 


etc.... 


On aura donc, quel que soit le nombre des 'fariaMoJ indépendantes x , j, z, ... 

h D^+ k 1 Dg+ 

(»4) f(a,4.a*,jr4.aj-,*4.Aa,.„)==e .. 

et par suite 

(s5) f(® + ia!,;y + û7,î4-45.-J — fC®-7-*>-)==U — »>. 


Donc, si l'on désigne par Ou, l’accroissement total que reçoit la fonction entière 
ttr=f(x,j',î,...) quand on y fait croître simultanément ot de occ, y de Oz . x 
de Oz_, ... on trouvera 

( hDi+kOj+iDt+f \ 

(16) ^ aa = ^e fl • — iju. 

On aura de même 1. 


a. 


, ( hbr+kDr+tD.*... V ' 

a’u = ^e „ — ij », 


etc... , 


et généralement, m,. désîgi^anl un nomlire enUar qûetéonque, 

/'•'AD,+,AD, + /D,+... 

(*7) 0-o = V.e ’■ ' —tj«- 


■.M 


Les diverses formules qjn. nous venons de rapf^ler, et .qui étaient déjà connues, se 
treuvenV rigoureusement établies par les considérations dont nous avons fait u^ge dans 
cet article , tant que la fonction o reste entière. Si le contraire arrivait , les mêmes 
formules subsisteraient encore , mais dans certains cas seulement. Ainsi , par exemple , 
quand la fonction u cesse d’ôtre entièrav les équations (lè) et (17) < qui coïncident, 
la première avec la formule de Taylor, la seconde avec la formule d Euler, subsistent 
seulement sous certaines conditions dont l'nne est la convergence des séries comprises 
dans les seconds membres. 
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SUR LES ÉQUATIONS 

qui' EXPRIMENT LES CONDITIONS D’ÉQUILIBRE, 

* * « 

OU LES LOIS DU MOUVEMENT INTÉRIEUR 

D’UN CORPS S014DE, ÉLASTIQUE. OU NON ÉLASTIQUE. 


S 1.*' ContûUratioiu générdUt. 

Dans la recherche des équations qui oxprimcDt les conditions d’équilibre ou les lois 
du mouTcment intérieur des corps solides ou fluides , 00 peut considérer ces corps ou 
comme des masses continues dont la densité varie d’un point’ & un autre par degrés in- 
sensibles , ou comme des systèmes de peints matériels dbtiacts , mais séparés entre eux 
par de très-petites distances. C’est sous le premier point de vue que les fluides ont été en- 
visagés dans l’un des articles précédents et dans les divers traités de mécanique publiés 
jusqu'à ce jour. C’est aussi .sous le même point de vue que nous considérerons ici les 
corps solides. Cela posé, soit M la masse d'un corps solide en équilibre, m une 
particule ou portion inGniment- petite prise au hasard dans cette masse, x , j , t les 
coordtinnécs de la particule m comptées sur trois axesrectangolaires , et f ht den- 
sité du corps solide au point [x,jr,s). Si l’on nomme p' , p“ , p'" les pressions 
ou tensions exercées au point [x,jr,t) et du' côté des coordonnées positives, contre 
trois plans parallèles aux plans des 7,1, des t , x et des æ . y ; les projec- 
tions algébriques des forces' p'i p'; p"' sur les axes cnbrdoiinés seront deux à deux 
égales entre elfes [voyez la page 4? du second voluiiiej. ct. pourront être représentées 
en conséquence par les quantités 




P'. 

F.. 


(>.) 

F. 

B, 

D , 



( F. 

D. 

C. 
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Soient d’ailleuri f U force accélératrice qui sollicite la particule m , cl 

X. y: Z. 


les projections algébriques de cçtte force accélératrice sur les axes des x , y , z. En 
prenant x , y , z pour variables indépendantes , on aura , comme on l’a prouvé é la 
page 1 1 1 du second volume , 


(») 


/ dA dF , HE. ^ y 


dF dB . dD , „ 

dx ^ dy ^ dt ^ ' 


De plus, si, après avoir fait passer par le point (x,y,z) un pian quelconque, on 
porte, è partir de ce point, et sur chocnn des demi-axes perpendiculaires au plan, 
deux longueurs équivalentes, la première è l'unité divisée par la pression ou tension 
exercée contre ce plan , la seconde è l'unité divisée par la racine carrée de celle force 
projetée sur l’un des demi-axes que l’on considère , ces deux longueurs [voyex le second 
volume, page & 5 ] seront les rayons vecteurs de dei)X ellipsoïdes dont les axes seront 
dirigés suivant les mêmes droites. A ces axes correspondront les pressions ou tensions 
principalet dont chacune sera normale au plan qui la supportera , et parmi lesquelles on 
rencontrera toujours la pression ou tension maximum, ainsi que la pression ou tension 
mmtmum. Quant aux autres pressions ou tensions, elles seront distribuées symétri- 
quement autour des axes des deux ellipsoïdes. Ajoutons que, dans certains cas, le second 
ellipsoïdo se trouvera remplacé par deux liyperboloïdcs conjugués. Ces cas sont ceux 
dans lesquels le système des pressions ou tensions principales se compose d’une tension 
et de deux pressions, ou d’une pression et do deux tensions. Alors, si l’on subslitnc è la 
force qui agit contre chaque plan deux composantes rectangulaires, dont l’une soit nor- 
male au plan. Cette dernière composante sera une tension ou une pression suivant que le 
rayon vecteur perpendiculaire au plan appartiendra à l’un ou 5 l’autre des deux hyper- 
boloides, et elle s’évanouira quand le rayon vecteur sera dirigé suivant une des généra- 
trices de la surface conique du second degré qui touche les^deux liyperboloïdcs è riiiCni. 
Concevons, pour fixer les idées, que l’on nomme p la pression ou tension exercée nu 
point {x,y,z) contre un plan perpendiculaire à une droite , qui , prolongée d’un cer- 
tafn côté , forme avec les' demi -axes des coordonnées positives les angles a, p, y. 
Soient en outre i l’angle formé par celte droite avec la force p qui agit contre le 
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plan du côté que l'on coosidëre , et le( angle* l , v compris entre la même force 
et les demi-nxes des coordonnées positive*. On aura, comme on l’a vu dan* le second 
volume (pages 48 et 49 )» , 

I />cosX = ,^cosat4'^oosp4'^^'7> 

« 

/>cosjx=f cosa-|- £cosp 

pcosv = £cota-f-Dco*^ -\-Ccoiif 
(4) cos^ = cosacosX 4-cospcosp COlyOOSV . 

Par suite , la force p et sa composante perpendiculaire au plan seront déterminées par 
le* équations 

(5) P’ = (.rf cos»+Fco5p + £cos 7 )* + (Fcosa+Bctf*p+Dcoi 7 )* + (Scosa + Dcosp+Ccosy)*, 
(Ü) pioiS— ,<cos*a+Bco**p + Cco8’7+»i)cospcos7+a£co57Coia+aFco8aco*p . 

Il est aisé d’en conclure que , si l’on désigne par æ-|-x,^-|- 7 , z-{-x les coor- 
données d’un point situé sur le second des deux ellipsoïdes ci-dessus mentionnés , on 
aura 

( 7 ) y<x* + £y* 4 -Cz* 4-».Dy* + *^*»4-®^»y = ± >• 

•i 

Enfin les pressions ou tensions principales correspondront aux valeurs de a , p , 7 
déterminées par la formule 

, COSX COS(l cos» 

COSa cosp COS7 

ou , ce qui revient au même , par la suivante 

( 9 ) pco*^ = ±p== . 

./oo 8 a + Fcns^+£cos 7 Fcosa+Bcosp+I)cos 7 _ £cosa-f Dcosp+Ccosy _ 

cosa ■ cosp • COS7 

et , comme'on tire de la formule ( 9 ) , en faisant pour alsréger = <v , 

(.< — »)cosa-|- Feosp -f- £ cos 7 = O , 

Fcosa-|-(B — »)cosS+ £ cos 7 = o , 

• • 'ê ^ y 

£cosa-|- Bcosp-f- (C — w)cos 7 = o; 
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puis , eo élinriiMiDt eo*a, co*p , C017 , ' 

(11) (J — w )(£ — »)(C — w) — D’(J — r)— ■£•(£ — w)—F‘(C — r)-^-aD£F = 0 ,* 

il est clair que les pressions ou tensions principales seront précisément les râleurs numé- 
riques des trois racines de l’équation (11). 

Pour tirer parti des équations ( 5 ) , il est nécessaire de connaître les relations qui exis- 
tent entre les pressions ou tensions A, B, C,D,E, F, et les condensations ou 
dilatations linéaires mesurées au point (x,jr,t) dans la masse M, Ces condensa- 
tions ou dilatations sont celles que produisent les déplacements des diverses partieules 
de la masse M , tandis que le corps solide passe de l’état naturel, c’est-i diro d’un 
état d’équilibre , dans lequel la force accélératrice r et les pressions supportées par la 
surface extérieure du corps seraient nulles, à l’état d'équilibre dans lequel ces forces 
cessent de s’évanouir. .Cela posé, concevons que le point matériel correspondant aux co- 
ordonnées X , J , a dans le second état du corps solide soit précisément celui qui , 
dans le premier état , avait pour coordonnées les trois différences 

« — î, y — a, s — C. 

( , a , ( seront des fonctions de m , y, z qui setviront à mesurer les déplacements 
du point que l’on considère parallèlement aux plans coordonnés; et, si l’on désigne par 
< une quantité positive ou négative qui représeute la dilatation ou la condensation li- 
néaire du corps solide mesurée au point (x^y,z) sur une droite tracée de manière h 
former avec les demi -axes des coordonnées positives les angles > , ? , 7 , on aura . 
comme on l’a prouvé à la page 61 du second volume , 



Il CD résulte que, ai, 1 partir du point (ic,y,z) on porte sur les droites en question 
une Ibngueur l'quiralente è 1 -|- • , l’extrémité de celte lim^ueur sera siluée sur la 
mHaoe d’un ellipsoïde dont la construction indiquera les rapporta constants entre lesdi- 
ialatMos on condensations linéaires mesurées dans les diversus directions autour du point 
Los dilations ou condensations correspondantes aux trois axes de l’ellipsoïile 
sont celles que nous avons nommées principales. Les autres se trouvent symétriquement 
distribuées autour des mômes axes. Ajoutons que , ai l’on désigne par •' ,-«* , et 
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dM quanliléi posilires ou négalivu , propres i représenter t.* les dilatations on condea- 
salions principales, s.* la dilatation ou la condensation du Tolume au point s) , 

nb aura [voyez la page 65 du second volume] 

(.5) , + « = ^ 

Ubsorvons enfin que , si l’on désigne par 

('4) A=/(*,jr,l), 


h valeur de la densité p dans l'état naturel do corps , la densité correspondante à 
l’élat d'équilibre sera évidemment déterminée au point (x,jr,t) par la formule 


(•*) 


/(g-f.y-v.r-C) 

I+v 


Dans le cas particulier où les déplacements ( , n , C ont de très-petites valeurs , eu 
considérant ces déplacements , ainsi que leurs dérivées comme des quantités infiniment 
petites du premier ordre , et négligeant les mfinîment petits du second ordre , on réduit 
la formule (ta) è 


(i6) 

\ 


dl . , rfv , rfï 

• = — cos’a - 4 - cos’fl - cos *7 . 
ds dj dt 


• (S + ê) + (S S) + (ÿ + £) • 


Alors, si l’on fait pour abréger 


(•7) 



9.0 = 


dv d; 

d» dy ’ 




*£ = 


d» dt 


*/=* 


^ , d, 

dj"^ dm' 


In valeur de < deviendra 


(i8) ■ = ,^\,cos*»-+- x|J,cos*p-HCcos*74-i^cospeos7-t- 9£cos7Coea+iycoeaoosp . 

Dans la même cas , si- l’on porte , è partir du point [as, y, t) , et sur la droite qui forac 
avec les demi-azes des coordonnées positives les angles a , p , 7 , une longueur dont 

* 1 

le carré représente la valeur numérique du rapport — . on trouvera, en désignant par 
jT-l-x, y' 4 *y> l<* coordonnées de l'extrémité de cette longueur ,' 
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(’9) + UÎjX’ + g*' 4- »i0yï + »£*x-|- */xy =± i. 

« 

Donc cette extrémité sera située sur la serfeee d'un ellipsoïde <]ui pourra se changer en 
un système de deux kypcrboloïdes conju|^és. Il est d’ailleurs évident que les trois axes 
de cet ellipsoïde correspondront aux dilatations et condensations principales. Quant aux 
formules (i3) et (i5) , elles donneront, dans l’hypothèse admise , [voye* la page fi6 du 
second volume] 


(lo) 

^ rf; 


et 



(11) 

p = (l _v)A— > 1 ^ — 1 
da dy 



* dt 


> 


. Ajoutons que les condensations ou dilatations principales seront déterminées en grandeur 
et en direction par la formule . . . ' 


cH, qos a s- /cos P + £ cos 7 

(sa) 

eusa 


de laquelle on tirera 


/cos a .f cos P -f ^cos 7 
cos^ 


£ cos » + Æ) cos p+ G cos 7 


COS7 


(>5) (Æ - - •) - £’(t«, - •) - /*(G - s) 4- sÆ)£/= o . 

Si la densité A , relative è l’état naturel du corps, était supposée constante, c’est-à- 
dire, indépendante de x , y, z , l’équation (ii) donnerait simplement 


(» 4 ) 


P ={i— v)A. 


A l’aide des formules que nous venons de rappeler, qn peut déterminer les condensa- 
tions ou dilatations linéaires correspondantes au point donné (æ,y', i) d’un corps 
solide , quand on connaît les déplacements , a , ü. Donc, si l’on parvient à exprimer 
les pressions ou tensions A,B,C,D,E^F à l’aide des condensations «u dilata- 
tions linéairess on pourra les exprimer aussi en fonctions des déplacements f , a , ; . 
Mau ..comme les relations qui existent entre les pressions et les condensntion.s , ou les 
tensions et dilalationa , no sont pas les mêmes pour le>s corps élastiques et pour les corps 
non élastiques , nou/' renverrons la recherche do ces relations aux paragraphes suivants. 

III.'AKNèE. la 


\ 


Digitized by Google 


( i66 ) 

Si lei diverses particules du corps solide que l’oa considère , au lieu d'oflrir un état 
d'équilibre , sont en mouvement; alors , en désignant au bout du temps t par <• la 
vitesse de la particule m correspondante aux coordonnées x , j , : , par ^ la 
force accélératrice qui serait capable de produire le mouvement effectif de cette particule , 
par U , V , n> les projections algébriques de la vitesse u, enfin par X • 7 > 

celles de la force accélératrice ']> , on reconnaîtra sans peine que l'on doit aux équa- 
tions (a) substituer les suivantes 


(iS) 


17 + "dT + ~ ® ’ 


dx 


dF dB , dD , 


dE dP 
dx dy 


dC 

dz 


+ f{Z — 2&) — O • 


puis , en prenant pour variables indépendantes x , y , : , t , on établira , comme 
dans on précédent article , entre les quantités les 

formulei ( 10 ) de la page i3o et les formules ( 19 ) de la page i33. Si l'on suppose que 
les déplacements ( , n , ; et les vitesses u , t< , o> conservent constamment des 
valeurs très-petites , les formules dont il s’agit pourront être réduites b 


(s6) 

II 

T- — 

^ dt ' 

% 

da 

77’ 

(*7) 

II 

a • 

dn 

’' = dT' 

tv = 

dC _ 
dt ’ 

et l'on en conclura 





(s8) 

V — 

_ d*s • 


d*Ç 

dr 


Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, -que la formule ( 16 ) de la page i5v 
subsiste dans le mouvement intérieur d'un corps solide aussi bien que d'up corps fluide ; 
mais qu'on doit la considérer comme une combinaison des formules (i3) et (li), ou 
(so) et (si). Ainsi , en particulier, si , entre l'équation (si) et l'équation ( 16 ) de la page 
i3t, on élimine f , alors, en négligeait les infiniment petits du second ordre, en 
obtiendra la formule 
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( 167 ) 

rfu du dv dm 

dt dx dj dt 


qui •‘■ocoMie, eo vertu des équations (27) , arec la formule («o). 


$ 1. Sut l’équilibre et U mouvement intértaur d’un corpt tolide tUulique. 


‘ ConaidéroDS un corps solièlo placé sous le récipient d’uno machine pneumatique apr^ 
qu’oD y a bit le ride , et supposons que la -température do l’espace qui environne ce corps 
toit partout la même. Ce que nous nommerons l'état naturel du corps solide^ ce’sera 
l’état d’éqtiilihre auquel il pourra parvenir si les diverses parties, de sa masse et les divers 
éléments du sa surface ne sont soumit à aucune force extérieuce autre qoe l’action du 
calorique. Concevons maintenant que le corps, étant transporté dansain milieu quel- 
conque , et sollicité au mouvement par dut forces extérieures ^-rbnne à changer de forme , 
mais que la température de chaque molécule eonserve sa valeur primitive. D’après les 
notions généralement^admis.es tar l’élasticité, le paj^age de l’état naturel è un nouvel 
état produira , en chaque point , si ce corps est élastique , des pressions ou tensions in- 
dépendantes des états intermédiaires et du temps pendant lequel le changement de forme 
aura pu s’effectuer. Lorsque pour chaque point d’un semblable corpt l’élasticité reste la 
même dans tous les sent , la pression ou tension exercée' contre un plan passant par un 
point donné dépend uniquement des condensations ou dilatations linéair/ss. 

autour do ce point , ensorte qoe , le système de ces condensations ou dilatations étant 
connu , pn pqnt en déduire le système entier dus pressions ou tensipps exercées contre 
les divers plans qui renferment le point (x/t-, c] . Alors c’est évidemment autour des 
mêmes axes rectongulaires que les deux systèmes de quantités dont il s’agit se trouvent 
symétriquement distribués. Par conséquent trois directions perpendiculaires entre elles , 
ot que l’on peut nommer direefiortt principales, correspondent en même temps aux 
trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations ou dilatations principales. 
De plus, il semble naturel de supposer, du moins quand les déplacements des molécules 
sont très 'pctils , que, le.s pressions ou tensions principales sont en chaque point du corps 
élastique resue^ivement proportionnelles aux condensations ou dilatations principales. 
Adméltôns d^bord cette hypothèse dont l’adoption facilite la recherche des formules qui 
expriment W^is de l'équilibre ou du tnouvctnciit d'un corps solide ; et désignons par 
w' ; , 'w'^les trois valeurs positives ou négatives de a variable 

^ sVn 

(ôo) w:z= peoai^±p , 
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<fui seront propres è représenter les condensations on dilatations principales. Les trois 
rapports 

( 5 l) -T» — . —TTT 

I « « 

auront la mime râleur nuniérique, et seront tous les trois positifs, attendu que les deux 
termes de la fraction 


seront l’un et l’autre positifs qnand il y aura dilatation , et négatifs dans le cas contraire. 
Cela posé , si l'on nomme k une quantité positive égale anx rapports dont il s’agit , 
k sera la mesure de l’élasticité du corps au poipt (x, y, i) , et l’on anra 


(3s) 


V ^ kt y 


toutes les fois que les angles* a > ^ > 7 correspondront é une direction principale; d’où 
il suit que la formule (9) pourra être" réduite à 


(35) 


.,<co5a+fcosp+£co57 _ ï’cosa+^cos^+Dcosy £coss+Acos‘i+Ccos7 


cospi C057 

Or, en divisant cette rlurniére par la formule (as) , ou obtiendra la suivante 

.-rcosQi+£co9p+£co57 £co8i+Bco9p + CcoS7 £cosa+Ocosp-t-Ceos-/ 


= kt 


(34) 


.,t,cosa+^cos?+é^cos7 ÿcosa+ qj),cosS+^coS7 £cosai+^cos^+Ceo!7 
de laquelle on tirera 

[,4 — — *.ÿ)cosp -I- (£ — Lf,)co97=:o , 


= 4, 


tSi) 


{F — 4,y’)cosci 4- (B — 4i)i,)cos?4- (/) — k£))co»T= o , 
\ (£ — 4f,)cos»4- (Z) — 4,0)co5p4- [C — 40)cos7=o ; 


et, comme les équations (35) devront subsister pour les trois syitémes^p valeurs da 
3,6,7 correspondants aux trois directions principalu.s , on en conclura'évidemment 

(36) A = k^. B = C=kQ, D = k.0, B = kC. F — kg. ^ 

En effet, la première des équations (35) , si elle n’était pas identique , exprimerait que 
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la direction déterminée par les angle» u,p, y est' perpendiculaire à une drniie (racée 
de manière îl former arec les demi -axes des coordonnée» positives de» angles dont le» 
cnsinus soient proportionnels aux dilTéreuees ' 


( 57 ) ^ — M,. F — kS. E — kCi 

• • 

ou , on d’autres termes, que cette direction est parallèle k un certain plan. U'nillcurs 
les trois directions principales , étant perpendiculaires entre elles , ne sauraient devenir 
parallèles k un même plan. Donc la première des équations (55) qui subsiste pour cha- 
cune des directions principales, sera nécessoircment identique, et les dilTérencra ( 57 ] se 
réduiront k zéro. On peut en dire autant des dilTérences comprises dans la seconde et la 

troisième des équations (55)i*d'oü il résulte que les formules (56) seront toutes vérifiées. 

. • » 

On parviendrait encore facilement aux formules (36) par une autre méthode que nous 
allons indiquer., ' . . 

L’équation (5a) étant vérifiée par hyjiothèso toutes les fois que les angles a , ^ , •/ 
correspondent k une direction principale; il en résulte que , dans le cas où les équations 
( 7 ) et (ig) représentent deux ellipsoïdes, les axek principaux du premier ellipso'idc sont 
proportionnels k ceux du second. Donc ces deux ellipsoïdes sont semblables l’un k l’autre ; 
et, puisqu’ils oiTrent non-seulement le même centre, mais encore des axes principaux 
dirigés suivant les mêmes droites., il est clair que les coefficients des carrés des coordon- 
nées X , y , Z et de leurs doubles protiuits devront varier dans un rapport constant . 
lorsqu’on passera de l’équation ( 7 ) k l’équation (ig). Donc, si l’on désigne par k ce 
rapport , on trouvera 


(58) 




Il est d’ailleurs facile de s’assurer, i.'que, si chacune des équations ( 7 ) , ( 19 ) représente 
non plus un ellipsoïde , mais un système d’hyperboloïdes conjugués , les hyperboloïdes 
représentés par la première équation seront semblables aux deux autres , et qu’en consé- 
quence la formule (^ 8 ) ne cessera pas d’être exacte , 2 .* qne la quantité k sera tou- 
jours positive. Ajoutons que la formule (38) comprend évidemment les équations (36). 

Los équations (36) étant une fois établies , on tirera de ces équations , combinées avec 

les formules ( 6 ) , ( 18 ) et (3o) , wz=kt, ou , ce qui revient au mémo, 

• « 

(5g) pcoiS= kl , 

quels quo soient d’ailleurs les angles 2 ,^, 7 . On peut donc énoncer la propositioi) 
suivante. 
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Lorsque dans un corps ilastique on suppose les diplaeetnents des moUeuUs tris-pstits , 
rt Us pressions ou tensions principales proportionnelles aux oomimsations ou dilatations 
principales , la composante perpendiculaire à un plan de la pression ou tension bercée 
contre ce plan conserve toujours le mime rapport avec la costdensation ou dilalatêon 
qui a lieu dans le sens de cette composants. 

Le rapport dont il est ici question ou la quantité positiva k qui mesure l'élasticité 
du corps solide ou point (x.jr,z) dépend de la nature du corps en ce point. Si l'on 
suppose les dilTérentcs parties du corps solide formées de la même matière, la valeur de 
' k ne variera pas lorsqu'on passera d'un point è un autre; mais, dans la supposition 
contraire, k deviendra généralement une fonction des coordonnées x,y, s. Ob- 
servons en outre que, dans la première hypothèse, si la loi de^roportionnalilé des ten- 
sions aux dilatations s'étendait à des dilatations quelconques*, il suffirait , pour déterminer 
la quantité k , de chercher la tension capablo de produire une dilatation représentée 
par l'unité, c'est-ii-dire , capable de doubler l'une des dimensions du corps solide. Un 
y parviendrait, en composant avec la matière du corps un'cylindrc droit èdiase circulaire 
et d’une hauteur très -petite, puis en fixant la 'base supérieure de ce cylindre dans un 
plan horizontal , et suspendant à la base iofériourc un autre cylindre de même diamètrr , 
mais formé avec une matière inextensible dont la densité serait équivalente è la densité 
natiircll'’ du corps. Alors, en supposant la hauteur h du second cylindre tollcmenl 
rjioisie que celle du premier cylindre se trouvât doublée en raison de la dilatation pro- 
duite par le poids du second , on pourrait prendre le poids dont il s’agit pour mesure 
de la pression totale exercée contre la base du premier cylindre, et , en divisant ce même 
poids p.ar la surface de la base , on obtiendrait la pression en chaque point , et par con- 
séquent la valeur de la constante k. D’ailleurs, si l’on désigne par & la densité 
naturelle du corps, par s la surface de l'une des bases dans l’un des cylindres, et par 
g la force accélératrice de la pesanteur, le poids du second cylindre sera 

gAsi; 

et, en divisant ce poids par s , on trouvera 

(t‘>) k = ghi. * 

Concevons h présent que l'on considère la loi de proportionnalité des tensions aux di- 
latations comme uniquement applicable aux cas où les dilatations sont très-petites. Alors, 
peur déterminer la constante k à l’aide de l’cxpéncnce indiquée, on devra disposer 
de la hauteur du sccond'cylindre de manière â produire seulement dans celle du premier 
une dilatation représentée par une très-petite fraction, par exemple, une dilatation de 

III • 

. ^ elCs Mais alors aussi, pour oMentr la quaolilé h . 

lOOO 10000 tooooo ‘ * 


l 
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on devra loaltiplier par looo, par loooo, par looooo,... la hauteur du second cylindre. 
On pourrait d’ailleurs remplacer le second cylindre par un poids quelconque P, cl, 
si ce poids produisait dans la hauteur dir premier cylindre une dilatation mesurée par U 

1 • 

fraction — , on aurait , pour déterminer la quantité Jit , l’équation suivante 


(4i) 


T 

fe = « — . 


Enfin, au lieu de fixer la base supérieure du premier cylindre et de suspendre le poids 
$ à sa base inférieure, on pourrait fixer cette dernière et charger du poids $ In 

base supérieure. La pression qui en résulterait produirait non plus une dilatation , mais 

une condensation qui serait encore mesurée par la fraction — . 

Si la quantité -k , au lieu de conserver la même valeur dans toute l’étendue d’un 
corps solide , variait d’un point k un autre , cette quantité deviendrait , commé on l’a 
dit, fonction de x, j, z, et pourrait môme renfermer le temps l, si lè corps 
était en mouvement. Alors la valeur de k devrait être donnée en chaque point dans 
l’état naturel du corps, et déterminée dans cet état par une équation de la forme 


(4t) 


h = f{x,y,z). 


De plus, comme, dans l’état d’équilibre on de mouvetnent du corps, la molécule cor- 
respondante aux coordonnées x,jr,z serait précisément celle qui, dans l’état naturel, 
avait pour coordonnées les trois différences 

y — a. < — Ç» 

il «t clair qu’on aurait, dans l’état d’équilibre ou de mouvement, 

( 45 ) • ■ k = f{x-H,y-z,z-i). 

Or cette dernière valeur de k , lorsqu’on y regarde E , s , C comme infiniment 
petits du premier ordre, est iensiblement égale à celle que fournit l’équaüon ( 4 a). 

Revenons maintenant aux équations (36). Si l’on y substitue les valeurs de , .yfj, , 
6 • Æ) t C < i données par les formules ( 17 ) , on en tirera 


( 44 ) 


A=k^±: 

Bz=k'^, 


• i 

ix ’ 

dy 

ds 

1 

f 




4-—) • 1 

a \ dz d/j ‘ 

3 ^ de}* 

a 

^ dxj ' 
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])iii» , (MI cumliiaant imis dernières avec les équations (3) , on trouvera pour les projections 
nipéliriqiics doja Iciisinn ou pression siipporléc au point (a:, j-,î) par un plan perpen- 
dicnlairo un denii-ase qui forme avec ceux des coordonnées positives les aiij'lcs at P • 7 • 


(45) 


pcosi = Ar j g cosa + ± (g + g) cosp (g + g) 

a \</2 </// 


CO» 7 


pcosfi 




, , I /dÇ , rf»l Ut, , da\ ^ 

pcosv = A- î -(_+_] cos a + -- (- + co,^ - 


dy! 


du 

dy 


rfï 

di 


cos 7 


C0S7J 


On devrait, à la rigueur, dans les équations (44) (45), supposer la valeur de A 

déterminée par la formule (43)- Mais,’ si, en considérant Ç , b , Ç comme infiniment 
petits du premier ordre, on néglige les infiniment petits du second ordre , on pourra 
rrmplacer la valeur en question par celle que présente la formule (4s)< 

Pour obtenir, dans l’hypothèse que nous avons adoptée, les équations d’équilibre d’un 
corps solide parfaitement élastique , mais dont les molécules seraient très-peu écartées 
des positions qu’elles occupaient dans l’état naturel du corps , il suflira de combiner les 
équations (44) les formules (a) , et la formule (ao) avec la formule (ti). On trou- 
vera ainsi 

« 


•'(‘S) ^ +*£) ^ , ^(‘S+‘S) 


tlz 


(46) 




dy 


Cl 


(47) 


dx 


\ dj ■ dij 
dx 


P = à ■ 


+ T 


+ - 


dy 


dt 


di 


+ P^ = 0. 


f(A 


dn 

dz 




dx 


dy 




dt 


+ pJ' = o, 


+ fZ —O, 


rf(tA) 

dz 


Les quatre formules précédentes sont les seules qui subsistent dans toute l’étendue du 
corps solide entre les quatre inconnues Ç , b * C , p considérées comme fonctions des 
variables indéjiendantes x , , s , i. Mais, outre ces formules, il y en aura d’autres 
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qui seront rclatiTe* aux fiirfacu par lesquelles le corps peut être terminé. Supposons , 
pour fixer les idées , qu’il soit terminé par deux surfaces . savoir , i .* une surface rigide 
et invariable , assujettie de manière à ne pouvoir changer do forme , et représentée par 
l’équation 

(48) {{x.y.t} = o. 


a.* une surface libre soumise à une pression extérieure P, et représentée dans l’état 
naturel do corps par l’équation 

(4g) = 


.Admettons d’ailleurs que la pression extérieure P soit normale en chaque point è la 
surface contre laquelle elle agit. On aura en même temps , pour tous les points de la 
surface invariable , 


(. 50 ) 


f(a:,jr,*) = 0, 

ç = o, a = o, Ç = o; 


et , pour tous les points de la surface libre , 


(50 


F(aa — — a,* — i:)=o, 

pCOSil = PcOSd , pCOS(i = — Pcosp , pcos> = — Pcosy, 


les valeurs de pco*\, pcoiit , pcos» étant déterminées par les formules (45) , et les 
angles a , ^ , y par l’équation 


(5a) 


(55) 


OOfa 

®osp 

COly 

/rfF(a-Ç,y-a,*-C) \ 

/<<F(»-ï,y-a,s-C)) 

/ dF(»-î,jr-a,s-C) \ 

l ) 

l dr ) 

1 rf, j 

die on pourra , sans emur sensible , substituer la suivante 

COSa 

cosfi 

Cüsy 

ldF{x,y,t) \ 

— /rfF(*,y,i)\ ~ 

ldF{x,y,i)\ 

l dx I 

l dy j 

\ dt I 

osé, les équations (5i) 
III.* aania. 

se réduiront è 

s3 
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K(ii:— 5,7 — n,i — ï) = o , 

I V 

i di dF(x,y,i) ^ ^ dF(x, 7 ,r) i ldi rfÇ\ 


P dF(x,y,t) 

1 dx ' z\djr dxl dy a dx^ 

rfi ' 

~ k 

dx 

1 1 /du dl\dV{x,y,z) dn dV{x,y,t) t Idv di\ 

dF(x,7,s) _ 

P 

d¥{x,y,t) 

1 a ^ djr) dx ^ dy dy ^ a Wi ^ dyj 

dt 

~'~k 

dy 

[ 1 (dK, rfÇ\ !■'(«» Ji*) . * {dK dn\d¥[x,y,t) dX, _ 

P 

d¥{x,y,t) 

\ a dtj dt ' a ' dtj dy dt 

dt 

“■ * 

dt 


Il n’uàt pas inutile do remarquer que, dans les formules (46) , la quanlitâ désignée par 
k conservera généralement une valeur très - considérable , et qu’en conséquence on 
pourra , dans ces mômes formules , remplacer, sans erreur sensible , la variable p par 
sa valeur approchée A, 

Dans le cas particulier où les quantités k et a deviennent constantes, alors, en 
ayant égard aux équations (ao) et (s4)> on tire des formules (4o) et (46), divisées par f , 


(55) 


d'i 

+ 

d'X 

4- 

rf*5 


— -i- 

a 

X ~ 

dx* 

dy* 


dt* 


dx ^ 





rf’ï) 


rf'n 

4. 

— -4- 

a 

y 

dx* 


dy' 


dt* 


dy + 

g/* 


d*K 

O. 

d'X 

J. 

d*Z 


--I- 

a 

Zz=i 

dx' 

“7^ 

rfj" 


dt* 

“T 

di ^ 

6^ 


Dans le môme cas, si 1 on ajoute 1rs formules (55) , rprès avoir différencié la première 
par rapport è se , la seconde par rapport à y , la troisième par rapport è z , 
on trouvera 


(56) 



d*‘j 

, d*v 
U - mi 

i- — 1 


U -4 


dx' ^ 

dy* 

dt* 

^ «A ' 

\ dx 




ün pourrait douter, au premier abord , que les formules (55) et (56) , dans chacune des- 
quelles les quatre premiers termes restent très-petits par hypothèse, fussent applicables 
t» des cas où les forces accélératrices X , Y , Z ne seraient pas ellos-tnômes très-pe- 
tites. Mais, pour dissiper ce doute, il suffit d’observer que la quantité h est généra- 
lement très-considérable , et qu'en conséquence chacun des produits 
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-1 iL ± JL ’ ^ 

h g ’ g ' * ? . 

ilifl^rero lrù>-peu de zéro , «i le rapport 

n'a pas une très-grande râleur. 

Concerons maintenant que les molécule! du corps élastique ne soient pas en équilibre , 
mais en mouremenl. Ou derra . dans les équations (46) , (55) et (56) , remplacer les 
quantités X , Y , Z par les diflérences 

X-x. z-%. 

les râleurs de X • • % 6tant déterminées par les formules (aS). On trourera 

ainsi, I.* en supposant A; et A variables arec x, j, t. 




a.* en supposant A et A constantes , 



d'f 

4-^4- 

dv 

i 

a 

X — — 

d’I 

d»’ ^ 

dy' 

^ di’ ^ 

dx 

“T 



dt* 

— 4- 

d’n 

X l 

dv 



Yxx — 

d*it 

dx' ^ 

dy’ 

’ dt’ ' 


“t* 


«A 

dt’ 

1 

d’; 

4--^4- 

d'i 


a 

Z= — 

d’Z 

dx' ^ 

dy’ 

^ d»> ^ 

dt 


y* 

S* 

dt’ ‘ 


\ 
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Si l'nn ajoute cet dernière* formules après avoir diffiéreocié la première par rapport h 
X . In «pcnnde par rapport è la troisième par rapport è c , on en conclura 


(•’!)) 






■ dZ \ 1 d*v 


rfy» ^ rfj» ^ gh ' 

i rfx ^ 


dt 1 f^h rff* 


UniiK le cas particulier où la force accélératrice f s’évanouit, et où l’on a eu consé- 
quence X=zo, y = o, 2 = 0 , les formules (58) et (Sg) donnent simplement 


(6o) 


(6g 


d'i 

dx’ 

i-p- 

dy' 

^ rfr» 

+ - 
^ dx 

2 

“ gh 

rf»ï 

rf<» 



1 

4- 'h. 

2 

d'y, 


^ d'y 

' rfj» 

^ dy 

~ 

é/f» 

jLLj 

i-iii 


A. 't. 

2 


rfx» ^ 

rfy. 

^ rfx» 

^ dt 

^ y* 



d’v t/’u t/*j i d'-j 

dx’ dy’ rfî* g h df 


ün arritorait encore aux mêmes résultats, si la force accélératrice v était supposée cons- 
tante et constamment parallèle 5 une droite donnée. 

Il est bon d’observec que, dans ces diverses équations, les quantités $ , s , <; et u 
représenteront les déplacements d’un molécule n> du corps élasti(|ue, mesuré* paral- 
lèlement aux axes dos œ , y , z , et la dilatation ou condensation du volume de cette 
molécule, tandis que U> corps solide passera de l’état naturel è l’étal de mouvement qui 
subsistera au bout du temps t. U en résulte , i que les valeurs initiales de $ , « , 
t; , V ne seront pus milles ici comme dans les formules que nous avons employées pour 
déterminer le moiivomcnt des fluides; s.° que la quantité désignée par u dans l’équa- 
tion (Gi) est à très-peu près celle que nous avons désignée par * dans l’équation (8i) 
do la page i 45. D’ailleurs, si l’un adopte la théorie précédente, il suffira, comme nous 
le' montrerons plus tard, de recourir d’une part è- l'équation (tti) de la page i45 , d’autre 
partè l'équation (Ci), qui est do mémo forme que la première, pour déterminer les lois 
de la propagation du son dans l’air et dans un corps élastique. Donc les lois dont il s’agit 
demeureront les mêmes dans l’air et dans les corps élastiques. Ainsi ,, par exemple , la 
vitesse du son sera constante dans un corps élastique comme dans l’air. Seulement elle 
dépendra de la quantité h , et par conséquent de la matière dont le corps sera com- 
posé. 
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La plupart dci équaliooa établies daos ce paragraphe , et particulièremeut les formules 
(5g) , (44) . (5S) > (56) , (58) , (5g) sont extraites du Mémoire que j’ai présenté 5 l’A- 
cadémie des Sciences le 3o septembre i8as. Ces mêmes équations seraient remplacées 
par d’autres du même genre, si l’on modifiait l’hypothèse précédemment admise. Ainsi, 
par exemple, les formules (44) • (4^) • (4^) i etc.... , acquerraient do nouveaux termes, 
et deviendraient plus générales , si , pour un point donné d'un corps élastique , on sup- 
posait chaque tensien ou pression principale composée de deux parties , dont l’une serait 
proportionnelle è la dilatation ou condensation linéaire mesurée dans le sens de cette 
force, l’autre étant uniquement dépendante de la position du point. Admettons main 
tenant cette dernière hypothèse, et soient en conséquence 

(6i) -' = *■' 4-«. = w'" — ki"' + R, 

k . B désignant des quantités qui ne pourront être que des constantes ou des fonctions 
de X — ?, y — », a — Ç. On devra remplacer l’équation (53) par la forinnie 


(03) 


Jcosx+Fcosp + Ecoay 


FcMix+Bcoafn-Dcaiy 

coip 


Ecnsx+ Deoip-t- Ccus-/ 
co s y 


= X . 4- « , 


ou , ce qui revient au même , par la suivante, 

(04) ' 

{.X-il)cos«+Fcotp+£cos 7 Fcos*+(B-/l)cos^i)cos 7 Eco»x+Dcotp+(C-R)co>--i 

cosx cos^ co $7 


Or, en combinant celle-ci avec l’équation (sa) , et raisonnant comme è la page i08, on 
obtiendra , au lieu des formules (30) , les six équations 


(05) 


=4.^ R , 

D = hS), 


B = k [fl, B , 

E==kc, 


F = hg. 


On trouvera par suite , au lieu des formules (3g) , (44) «I (4->) , 
(0<i) P coii = kl R , 
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( 6 /) 


(68) 


A = k ^ +fl. 


c = x$ 

az 



A 

a 

pcosX = Rcosl + 





pco,,= R 00., + X jl ( J + co.« + ^ CO.? 4 - + ^) cos, j . 

pcos. = «CO., + X ji g + ^) co.«+ + J)co*P+ ^ co.,j . 


On peut conclure de. équation. ( 68 ) que, dan. la nouretle hypothèae, la pression p , 
exercée au point (x,/, z) contre un plan quelconque , Mra la réaultanle de deux 
autres force. , dont l’une représentée par R restera perpendiculaire X ce plan , tandis 
que la seconde coïncidera en grandeur et en direction arec la preuion que déterminent 
les formules (46)- Quant aux équation, qui exprimeront l’équilibre ou le mouvement du 
corps M>lide , on les déduira immédiatement de. formule. ( 46 ) et (5y) en ajoutant aux 
premier, membres de cea formules les termes 

,/R HR dR • 

ITT’ TT’ “■ 

Concevons 5 présent que la partie R coinmuoe aux trois pressions principale, soit 
proportionnelle é In quantité u qui mesure la dilatation ou la condensation du volume 
au point (x,/, z). On aura 

(-o) R = Kv , 


AT • désignant un coefficient qui sera constant, ai le corps est homogène, et que l’on pourra 
considérer comme fonction de. seules variable, x , 4 , z dan. le cas contraire. Cela 
posé , le. expressions ( 6 g) deviendront 


( 7 >) 


d(K’j) d(K-j) d(K’j) 

* tlj * dz 


P xr coosêqueDt on trouvera , i\ le corps élastique est en équilibre , 
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et , si le corps est en oiouTement , 



11 esl essentiel d*observcr qu’aux formules ( 7 *) et (^3) on devra toujours réunir les 
équalioos (so) et (47). Ajoutons que dOs formules (6«) , (66) et (70) combinées entre 
elles on tirera 


(74) w’ = k,' + Ky>, *' = *.• 4. Jï„, = + 

( 7 ®) /7Cosi = At -f- ICu • 

Quant aux équations qui se rapporteront à la surface extérieure du corps solide , elles 
seront semblables à celles que nous avons déjà données (page 173 ). Seulement on 
devra, dans les équations (5i), supposer les valeurs de pco»l , pcosp , pcot, 
déterminées , non plus par les formules (45), mais par les formules ( 68 ). 

Lorsque les quantités k , K , à deviennent constantes , les formules ( 74 ^ et ( 78 ) , 
divisées par e , se réduisent aux suivantes : 
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(-6) 


(77) 


k d>5 d« 

ai\dx’ djf* di’j ' ai d» ^ ’ 

* / d*>i d‘n d*n \ * + aK 

aildx* d/’ dî* / aA djy "" 

J /d"S d*i; d»;\ , A + aA da , 

aAvdx* dj* dî’ j aA dj * 

^ (d'i d’S d‘M Uait da d-{ 

aA\dx* d/' ‘ aA dx d(> ' 

A / d’n d’n d’« \ A+aiC da .y d’r, 

aA Idx’ djr* d£* / aA d_y dt* * 

JL f Jlli 4- -lli 4- 4- — A- Z = — 

aAvdx’ dj* di* / aA da df’ 


Or , si l'on combine par voie d’addition les trois formules (76) ou (77) , après les avoir 
respectivement dilTèrencièes par rapport è x , jr , t , et en ayant égard à l’équation 
(ao) , on Ironvera 


A-t-K 

[ d*v , , rf’y ^ 

^ dx ^ dy ^ 

dZ 



U*’ dj-* j 

Ht 


k + K 

/ rf’u . ri’v , rf’w \ 

1 1 -H 

dZ 

d'v 

À 

\d*' rfjr* rfi’ j 

* dx ' dy ' 

dt 

dt* 


Uans la nouvelle hypothèse que nous avons adoptée, on déterminera sans peine la 
A+ JC 

valeur du rapport — ^ — compris dans les formules (78) et (79). Pour y parvenir, 

il suffira de recourir à une expérience du genre de celles que nous avons déjà in- 
diquées [ page 8 ]. Concevons en effet qu’après avoir composé avec la matière du 
corps un cylindre droit à base circulaire et d’une très- petite hauteur, on renferme ce 
cylindre dans une boite de même diamètre, mais formée d’une matière inextensible, et 
qne l’on place sur la base supérieure du cylindre un poids $ capable de produire une 

diminution de hauteur et par conséquent une condensation mesurée par . Si l’on 
nomme s la surface de l’une des bases, — représentera la pression principale 
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que k base supérieure supportera eu chaque point, et, en posant dans la première des 
formules (7/1) 

ir=^ l'=a = -i- 

» ’ n ’ 


on trouvera 

On aura donc 
(80) 

Si maintenant on pose 

( 8 .) 


?.==(k+K)~. 


k + K-. 




= g/ti 


A désignant la densité naturelle du corps, et g la force accélératrice de la pesanteur, 
~ sera la hauteur qu'il faudrait attribuer b un cylindre inextensible de même diamètre 
que le premier, et d’une densité ésale b A , pour produire dans le premier cylindre 
la condensation mesurée par — . D’ailleurs on tirera des équations (80) et (81) 


(8a) 


k+K 


= gkt 


puis, en substituant dans Iqs formules (78) et (7g) la valeur précédente du rapport 
ik + K 

, on se trouvera de,oouvcau ramené aux formules ( 5 G) et (bg). Il est permis d’en 


conclure que la propagation du son b travers les corps solides suivra précisément les mômes 
lois dans les deux hypothèses que nous avons successivement adoptées , pourvu qb’on 
détermine toujours k hauteur k b l’aide de l’expérience que nous venons de décrire. 

Supposons b présent qu’au lieu do renfermer dans une botte inextensible le cylindre 
dont noos avons parlé, on se contente de le placer sur un plan horizontal. Il sera 
facile d’assigner k dilatation qu’éprouvera le diamètre, lorsqu'on chargera k base su- 
périeure d’un poids capable de produire dans la hauteur de ce cylindre une condensa- 
tion mesurée par En eifet, dans k supposition dont il s’agit, k tension princi- 

pale que supportera en chaque point la surface latérale du cylindre sera évidemment 
nulle , et l’on pourra en dire autant des tensions qui seront exercées en un point quel- 
111*. ÀXXÉE. a4 
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conque du cylindre, contre des plans parallèles à l’axe. Donc des trois quantités w' , 
■'*' . il y en aura toujours deux , par exemple , , w'" , qui s’éranouiront , et 

l’on trouvera par suite 

(83) t.' + IC« = *«"' + iCv = o.. 

Comme ou aura d'autre part 

(84) u = .'4.,*4.,"', 

n 

on tirera de la formule (83) 

(85) 
et 

(86) 

Il résulte des équations (85) et ( 86 ) qu’à une condensation de la hauteur du cylindre 
mesurée par correspond une dilatation du diamètre mesurée per la fraction 

à + 3 £ n an 

et une condensation du rolume mesurée par la fraction 

k 1 I 

k+2lL n ^ n 

Lorsque dans les formules (76) et (77) on suppose k = sK , elles coïncident avec 
celles que 51. Navier a données pour déterminer l’équilibre ou le mouvement des corps 
élastiques dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences le i4 mai i 8 ai, et que 
M. Poisson a reproduites en les établissant d’une autre manière dans un Mémoire qui 
n’est pas encore publié. Alors les équations (85) et ( 86 ) donnent simplement 



Au reste , je reviendrai sur les formules ( 76 ) et ( 77 ) dèns un second article , qui sera 
consacré à la recherche des équations d’équilibre ou de mouvement des corps solides 
considérés comme des systèmes des points matériels distincts les uns des autres , mais 
séparés par des distances très-petites , et qui contiendra les formules générales que j’ai 
données à ce sujet dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences le 1 ." oc- 
tobre 1837 . 


■ 

k+iK n ’ 


A+alC n 
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Je remarquerai, en terminant ce paragraphe, que Ica équations (7»), (70), {76), 
(77), (78) et (79) ne devraient subir aucune modification , si l’on attribuait aux pressions 
désignées par A , B , C , D , E , F , non plus les valeurs que déterminent les 
formules (67) et (70) , mais ces mêmes valeurs augmentées de constantes arbitraires- 


S 3 . Sur U mouvement intérieur d’un corps solide non ilastique. 

Dans un corps solide nou élastique, les pressions ou tensions ne dépendent pas seu- 
lement du changement de forme que le corps éprouve en passant do l'état naturel à un 
nouvel état , mais aussi des états intermédiaires et du temps pendant lequel le chan- 
gement de forme s'eflectue. Dans un semblable corps l’élasticité disparaît entièrement , 
Iprsqiio les pressions ou tentions deviennent indépendantes de l’état naturel du corps , 
et peuvent être déduites, & la fin d’un temps quelconque désigné par t ou (-f-at , 
du changement de forme que le corps vient de subir dans un instant très-court at. 
Alors le système des pressions ou tensions exercées è la fin du temps ( contre les 
divers plans qui renferment un point donné {x,j,z) dépend uniquement des conden- 
sations ou dilatations linéaires qui ont lieu autour do ce même point, pendant l’instant 
ét, c’est-è'diro, des condensations ou dilatations instantanées que déterminent les 
formules (17) et (18) , quand on substitue aux déplacements absolus », ; d’une 
molécule les déplacements infiniment petits et instantanés 

dï dit ♦ 

(88) — at = ua«, — at = va«, — a« = tt-at 

dt dt dt 

que cette molécule éprouve parallèlement aux axes des x , y et z. Par suite, les con- 
densations ou dilatations instantanées et principales doivent être dirigées suivant les 
mêmes droites que les pressions ou tensions principoles, et' ces deux systèmes de quan- 
tités doivent être liés entre eu’x d'une certaine manière. Parmi les hypothèses que l’un 
peut faire è ce sujet , l’une des plus naturelles consiste è supposer que les trois pressions 
ou tensions principales sont en chaque point proportionnelles aux trois condeosationp ou 
dilatations instantanées et principales. Si l’on admet cette hypothèse; les pressions ou 
tensions exercées contre trois plans perpondicniairos aux axes des x , y z , et les 
projections algébriques de ces pressions ou tensions sur les axes, c’est-à-dire, les quan- 
tités (3) seront déterminées, dans un corps solide entièrement dépourvu d’élasticité , non 
plus par les formules (44) • mais par les formules semblables 
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que l’oD dûduit des tix premières, en substituant aux «{('placements ( , » , t; les quan- 
tités ( 88 ), et au produit kl^t nne nourcllo fonction k des différences x — l , 
y — •! , î — (. Il est essentiel d’observer que cette fonction k se réduira simple- 
ment è une constante , si les diverses parties du corps solide sont formées do la même 
matière. Si maintenant on combine les équations ( 89 ) avec les formules (zS) , on trouvera 



les valeurs do X,, ^,% et do u, v, w étant liées è celles de s, n , V par 
les formules (lo) do la pngo >3o et les formules ( 19 ) do la page lâô. Quant aux quan- 
tités O et (> qui représentent I. 'la dilatation du volume d’une molécule , tandis que le 

corps passe do l’état naturel 5 l’état do mouvement qui subsiste au bout du temps t , 
s.” la densité du corps 5 celte époque, elles seront toujours déterminées par les équa- 
tions (là) et (i3). 

Dans le cas particulier où l’on suppose les déplacements f , a , C très-petits pen- 
dant toute la durée du mouvement, cl où les quantités k , A deviennent coiistaïUos, 
les équations (i5) et (i5) doivent être remplacées par les équations (ao) et (a4), et les 
formules (G 4 ) peuvent être réduites aux suivantes 



(/■« 

, d'n 


-H--- 


3A 

du 



*■ (fs* 

^ dx 

^ k 

T 

HT 


k— -1 

d'v 

, C 



aA 

dv 

dx' 


^ 'd'z' “ 

dy 

^ k 


T 

Tu 



d'm 



Z = 

aA 

dx 

dx* 


^ rfî». 

^ dz 

+ k 


T 

HT 
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t 

Si l'oQ ajoute cellcs-ci, oprès avoir différencié la prcmifirc par rapport il x, la seconde ' 
par rapport i jr , la troisième par rapport it : ; on en tirera , en ayant égard à l’é- 
<]uation (29) , 


(«J») 



Enfin , si la force accélératrice s’évanouit avec scs projections algébriques X , Y , Z , 
les formules (91) et (92) deviendront 


aA du 

T lïT ' 

2A dv 

T dt ’ 

(/w ' 

T7t ' 

±M 

i dl ■ 

Il importe d’observer 1. ‘que la quantité comprise dans l'équation (g 4 ) est propor- 
tionnelle b la dilatation du volume pendant un instant très-petit ài ; a.* qnc l’équa- 

tion (94) est semblable h la formule ( 88 ) do la page l 4 fi> c’est-b-dire , b celle qui dé- 
termine le mouvement de la chaleur dans un corps homogène ou dans l’espace; d’où 
résulte une analogie remarquable entre la propagation du calorique et la propagation des 
vibrations d’un corps entièrement dépourvu d’élasticité. 

Les formules (89) , (91) • (92) . (g 5 ) , (g 4 ) sont extraites du Mémoire que j’ai présenté 
b l’Académie des Sciences le 5 o seplcmbro 1822. Ces formules devraient être rem- 
placées par d’autres du même genre ; si l’on modifiait l’hypothèse précédemment 
admise. Ainsi, par exemple, si, pour un point donné d’un Corps non élastique , on sup- 
posait chaque pression ou tension principale composée de deux parties, dont l’une serait 
proportionnelle b la condensation ou dilatation instantanée, mesurée dans le sens de 


(93) 


et 


( 94 ) 


U 

1 1 - 

d'ik 

, _ 

dx* 

^ dy* ' 

dt\ ~ 

^ dx 






^ dy' ^ 


dy 





d'w 




dx* " 

^.dy' ' 

dt' 

^ dz 

-(a 

1 



dx* 

dy 

- h 

dt^ 


V 
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cette force, tandis que l’autre, désignée par R, dépendrait uniquement de la posir 
tion du point , on devrait aux formules (89) substituer les suivantes : 


|^ = k^“+R. 

(!) 5 } ( 



*=T‘(Î + Î)' + 


Concevons à présent que la partie R commune aux trois pressions principales, devienne 
proportionnelle ti la quantité 


(96) 


du 

lit 


At 


qui mesure la dilatation ou la condensation instantanée do volume au point (tE,j',:), 
On aura 

( 97 ) 

K désignant un coefficient qui sera constant si le corps est homogène , et fonction des 
différences x — Ç, y — >1, z — Ç dans le cas contraire. Cela posé , on tirera des for- 
mules (9 5 ) combinées arec les éqa étions (gS) et (97) 


(98) 


dm 


4 - 

dy a 

dz 

+- 

dm 

+ 1 


dt du) 

1 , 4 ^) , . 


1 àl 

. 4 * 

k: 

1 

1 a 

dm 

' dy ' a 

dz 


dy 

“•T* 

^4 

y® , 

‘du:''' dx J 

+ ' 

i) . 4"£) 

dl 
H — 

14 ) 

1 




fpi' = prr. 


-(-p^ = pi • 


Enfin, si l’on suppose que les déplacements v , C restent très -petits pendant 
toute la durée du mouvement, et que les quantités k, K, a deviennent constantes , 
les formules (98) pourront être réduites è celles qui suivent ; 
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Les formules (g8), (gg) et (loo) subsisteraient encore sans aucune modification, si l’on 
attribuait aux pressions ou tensions désignées par A , B , C , D , E , F , non plus 
les valeurs que déterminent les équations (g5) et (g 7 ), mais ces mêmes valeurs augmentées 
do constantes arbitraires. 


\ 
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SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

D’üN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS 

SOLLICITÉS FAR DES FORCES D'ATTBACTIOS OU DE RÉPULSION MUTUELLE. 


CoDsidérona un très-grand nombre de molécules ou points matériels distribués arbi- 
trairement dans une portion de l’espace, et sollicités au mouvement par dos forces d’at- 
traction ou de répulsion mutuelle. Soient w la masse d’nno de CCS molécules, m, m', 
m‘, ... les masses des autres; et supposcAu qu’è une certaine époque 
Il , b , e désignent les coordonnées de la molécule m , rapportées ii trois axes rec- 
tangulaires des », y, et s , 

a •(* RO , 6 -!• a 6 , 0 4* le* coordonnées d’une autre molécule m , 
r la distance dos molécules m et m , 

Z , ^ , y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordon- 
nées positives. 

Admettons d’ailleurs que l’attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses m et 
m , étant proportionnelle à ces masses et è une fonction de la distance r, soit re- 
présentée par 

(i) mmf{r). 

La résultante des attractions ou répulsions exercées sur la molécule tn par les molé 
cules nt , m',... aura pour projections algébriques sur les axes coordonnés 

(î) mS[±mcosa/'(r)] , mS[±mcos?/‘(r)] , inS[±mcosv/'(r)] . 

la lettre S indiquant une somme de termes semblables , mais relatifs aux diverses 
molécules m , m' et le signe db devant être réduit au signe ou au 

signe — , suivant que la masse >>• sera attirée ou repoussée par la molécule in . 
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Ajoutons que les qiianlilés ia « a 6 , Ac pourront être exprimées en fonction de r, 
et des angles a , p , 7 par les forinules 

( 3 ) Aa = rcos«, A/»=rcosp, Ac = rc0S7. 

Supposons maintenant que l’étal du système du points matériels soit changé, et que 

les molécules m . »« , »«', sc déplacent dans l’espace, mais do manière que la 

distance de deux molécules m cl m varie dans un rapport peu diû'érenl do l’unité. 
Soient 

f, a, î 

des fonctions do a , b , c , qui repré.senlenl les déplacements Irès-pelils cl parallèles 
aux axes d’une molécule quelconque m ; 1 

yt -r + A-r, ^ + * + 

X- 

les coordonnées des molécules m , m dans le nouvel état du système , 


'•(> + «) 


la distance des molécules 

petite de la longueur r 
<fcmment 


m , tn dans ce nouvol état, t exprimera la dilatation très- 
dans lu passage du premier étal au second , et l’on aura évi- 


( 4 ) 


* = a + Ç, j- = t+a, ï = c4-C, 


(5) 




^ ^ A0=: Aa A$ = rcosx-{- , 

A/rrrAé-j-^a^ rcosp + t 

V î' 


<->t;îeJU.'p ; 


As ~ Ac -f- AÇ rC0S7 AÇ ; ^ * 

. h .1 r< • . I... 

(6) r»{i + i)* = Aa;*+Ay’ + Aî* = r’ + ar(cos»AÇ+cosSA^ + cos7A!;)+A5* + A«’+A;* . 

'J" .fr - I « , /> . • t;, 

(7) ' + •= y/j 1 + “(0**^5 + • 


De plus, le rayon vecteur mené de laj molécule m A la moléculu m formera, avec 

les demi-axes des coordontaées positives , des angles dont les cosinus seront représentés , 
non plus par ,, 

III.* AXNtE. s5 
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( 8 ) . 
mais par 
(9) 






»•(■+») ’ 


. A 4 
co»p = , 


A/ 


A« 


r(. + ,) ’ 


C05y= ■ 


•■(>+0 ■ 


Ea cooséquenco, le> projeclions algébriques de la résultante des attractions ou répul- 
sions exercées par les molécules m , m', ... sur la molécule m deviendront res- 
pectivement égales aux trois produits 


mS 


■ 


Aoi 




( 10 ) 

Donc , si l'on pose 

(•>) 


mS d=m- 


Aj- 


■(.+.) 


r[r(l + «)] 


W.S ! ± m 


As 


>■( 1+0 




I / '•(>+0 


1 ) = S dbm 


r [r(> + 0] 

r(i + .) 




3 = S dbm 


/•[■•(■ +01 .. 

r(. + 0 


les trois produits 
« 

et les trois quantités 


sX f fnl) I 


X. 


»)• 


représenteront les projections algébriques i.* de la résultante dont il s'agit, s.* do cetu 

résultante divisée pop m , ou , ce qui revient au même , do la force accélératrice qui 

« 

sollicitera la molécule m, et qui sera due aux actions dos molécules m,m', rtc.... 

Dans l’hypotbéso que nous avons admise, c'est-à-dire, lorsque les déplareineuts 
( , a , t; sont très-petits; alors, en considérant ces déplacements comme infinimeni 
petits du premier ordre , et négligeant les inUniment petits du second ordre , on tire do 
l'équation {7) ,, „ 
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(•4) 


4- ' ' ' ' ' ' ,4. 

fi') ^ 

“S 

rcosoe . 

I rr[r)-f(r) . 

Au . 

^ AO + 

rcosp 

. rr{r)-f(r) . 

• * 1 

AC 


(n) * — — (C0*«A| + CM 7 A!;). 

Dans la mime hjpolhète , on aura encore i trèa-pen pria 

f, 5 ) A-lllOI /•(’■) •■•«’-rW _f(r) rr{r).f{r) 

puis on conclura dea formnlei ( 11 ) , combinéea arec lea équataonà (5)'et (i3), 

]cos«/-(r)|, 

JcosPfMj . 

rcosy j • 

Lorsque le premier état du système des pointa matériels est un éUt d'équilibre, il 
sullit de remplacer î . , . ç , . par *éro dans les formules (i4) , pour faire évanouir 
X> ])• 3- On a doqp alors 

(.5) S[±fncos./'(r)] = o. S[± mcospH»-)] = 0 . S[±mcos 7 /'(r)] = o, 

et par suite les formules (i4) se réduisent à 

/ I = s|±m[(rnr)— n»-))iC08« + -£|llAïj| , 

!) = S [± m [(r/“(r) _ f (r) ) ,cos? + a,J j , 

3 = S j±m[(rf (r) _ f{r) ) «cosy + Aç] j ; 

ou, ce qui revient au même , è . 


(. 6 ) 
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; J = S I ±m[ iÇ+lO!iiIll(cos»cos 5 i»-t- cosacosvA!;)] | , 

(17) 1 1 ) = S |±mj^ - cos’^j to+ (cos.Sco57AS+cosscos»a;)]| , 

cos’yj ^;-i- (cos 7 CosaAS 4 -cosvcosSA<!)] I , 


Concevons à prcscnt que l’aclion de m sur m et la fonction f{r) ne conser- 
vent do valeurs sensibles que pour de tris-petites valeurs de la distance r. Alors on 
pourra, sans inconvénient, dans les formules (12), (i4) et (17), substituer aux quan- 
tités iï , ia , iï les valeurs approchées qu’on obtient lorsqu’après avoir développé 
chacune de ces quantités suivant les puissances ascendantes des diHércnccs (inics 


' Aa = rcosa, a6 = rcos^, Ac = rcos7, 

on réduit chaque développement h un petit nombre de termes. Or on tirera de la formule 
de Taylor étendue h plusieurs variables 


rfÇ . (/; , , rfï 

A5 = — A„ + — Ab + — AC 

H — i— Aa* + y-^Ac* 4 - 2- ^ - -AfiAc + a-^-^ AcAa- 4 - a -^-^iaAfc] 

i . a ^ rf / 1 * dt >* de * ' dbde deda d<xdb J 

+ etc , 

du , dn . , dn 

= — irt 4. — “ Ac 

da db de 

1 * ! d^n , d*n . d*n . d*n , . d'n , d'r, \ 

1.3 db ' de * * dbdc * didn ’ dodb / 

+ ClC 

dl dl dC 

1*3 \ aa * db * de * dbdc dxda dadb J 

4 - etc 


ou , ce qui revient au meme , 
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tdl , rfS „ , \ , 

i* = r cos, + - cos? + cosv) + 

r" /rf’5 rf»; rf’5 rfM , d'Ç </*E 

i.a\rfa’ rfc> rfWc rffrfa ' *</i J 


■ elc., 


/rf*i I f I \ 1 

= r^- cos, + ^ cos? + - cosv) + 


(i8) / r’ fd'ii rf’B rf*n rf‘ 

li.aUfl* </*• • </f* ri^fi 


i.a \rffl* 
+ etc 


.. n d'<i d'n ,\ 

/+ a -rrr cosScosv + a — -cos7Cos,+ a — — cosicos? 1 
de' dbde deda dadb I 


Aï = r cos, + — cos? + — cosv) + 

r* Id'Z d’t, rf>ï rf’C , d'X, d't, \ 

— — cos’,+- 77 -cos’ 3 — cos’v+ a -vtCos?cosv + a -r-rcosveos, + a— — xosacos? ) 
i.aWa’ db' de' dbdc deda dadb 'j 

4- oie : 


et, si, dans les seconds membres des formules (i 8 ), on ni'glige les termes qui renfer- 
ment des puissances do r supérieures au carré , il est clair que les ralours de X , 
]], 3 déterminées par les équations (i4) ou ( 17 ) se réduiront, comme In valeur de 
t fournie par l'équation (^) , b des fonctions linéaires des quantités 


rf? 

d\ 

: 

•ïa ' 

dn 

du dn 


Hl 

rf? 

da 

’ db ' 

de ’ 

da * 

db * de 


da 

’ db ’ 


d'\ 

d'I 

d'I 

HL 

d'i 


d'I 


da' ' 

db' * 

de' ’ 

dbdc * 

deda 

» 

dadb * 


d'n 

d'n 

d'n 

rf’u 

rf’ï) 


d'n 


da' ’ 

db' ’ 

de' ’ 

dbdc * 

deda 

« 

dadb ' 


rf’î 

d'X, 

d'X, 

d*n. 

d'n 


d'n 

\ 

da' ' 

db' ' 

de' ' 

dbdc * 

deda 

» 

dadb ’’ 



- 
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Cela poié, «i l’on fait , pour plua de conamodilé , 




rfç 


dl 


(«>) 


— + db «®»7 • 


rfn .du O , rf» 

,.r= — C0l«+ — cosp+_co,v. 

*:■ = + 7b ; 


rfc 


rf*Ç d*l ^ rf»Ç rf»| d*l 


dcda 


dadb 


, V / ta. r, d’n d’n 

1”’ =7T’^ 




I d’i rf*; . rf'i; </•; d’t d’Z 


dcda 


dadb 


on irourera aimpicmcnt 

•(*3) — '■(ï* :+■“?•) ' = + > *’’ — '■('■• + "7 ’■•) 

(>4) 1 = Ç.cosa-J- «iCOip +ï, CO*7 + -^(ï.COi «-!->!, coa P 4- C.COSt] ! 

et par «uite les équations (i4) donneront 

(*3) I=Jr. + Jf.+JE., 1) = *)» + *)• + >)•> 3 = 3. + 3. + 3.. 

pourvu que l’on pose 

(aC) Jf. = S[±fnco8«/‘(r)] , |], = S[abw»Cospf(r)] , 3. = S[±mcoSï^(r)] ; 

^ X> = S[±inÇ,/’(r)]4-S[±m(Ç,co8a+ii,eo5p+Ç*®OSv)®OS«.(’’f*('’) — AO )]• 

I 

(sÿ) î).=S[dbma.A 0 ]+S[±:m(ï.cos« 4 -«.coip 4 .!:.coi 7 )co 8 p.(rA (0 — AO)]. 

3> = S[±m;,A0]+S[±m(Ç, co8«+aiCOSp+5, 0057 ) 0017 . (’'A(0~A0)]» 
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I Jf, = S |±^Ç,/'(i‘)| + s|±^(ï,co»*+«.CO*3+i:,COS7)cog«.[rf'(r)— /•(r)]|, 
J), = S |d=^>i,/'(r)|4-s|±^(5,Co»a+'i.coi?+Ç,co87)cos?.[i’/'(r) — /■(r)]|. 
3. = S |d= ^î.f(r)| +s|± ^(E,CO»«+>i,c08?+Ç,C05v)cosv.[r/'(r) — /"(r)]!, 

Foiioni de plug, pour abréger, 

(»9l = 

Ob tirera deg formulea (17) 

i JT — r ~ 4. 11 -1. î iîi 


^ S[m/(r)cos>«] 4- ~ S[m/(r)cos*acogp] + ~ S[mf{r) cot'tcosy] 

1 + ^S[m/(r)co8**cogp] S[fn/(r)co8«cos*p] +^S[m/(r)cog«cogpcogy] 


(5o) 


|-f- ^ S[m/(r)cog*«cog7] S[my(r)coixco$ficoiy] +^S[m /(r)coa«c«g’7]. 


(4- ^ S[m/(r)co8*ocof^] + ^ S[m/(r)cog«Cog*^] + ^ S{m/(r)cog«cog?cog7l 


[+ ^ S[m/(r)co8«eog’p] 4 . ^ S[m/(r)cog>?] + ^ S[m/(r)cog*Pcog 7 ] 

+ ^ S[m/(r)coaacogf COS7] 4-^ S[m/(r)co 8 *Pcog 7 ] 4-^ S[m/(r)co 8 ?Coi’v] 




= X* ïï: + »)• + 3. ^ + etc... J 
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et de> formules (s8) 

d‘f.^r,mr 


+.^^-isr±mrcos5cosy/’(r)]+'7-^^t^'"’‘®°‘V'=®**A'’)]‘*"r^S[=^'"’'®®*’“^®^‘’'/'^’‘^^ 

Alul,' «Cud tlCUlü 


1 +S^[t S ® [r 

' ^+^S[mr/Wcos-^cos?cosv]4-^S[mr/(r)cosVosTj+^^S[mr/(r)co8Vcos?] 

. ^ s[^/(r)cos»«cos?] + ^ s[^/(r)cos«cos3p] + ^S[^/(r)cosrfosPcos'ï] 


^.^S[mr/(r)co5c«cos*f/C057]+^S[fnr/(r)cos’aco8ftcos7]+^S[«ii-/(r)cos-«co!>^] 


datlh 
rf’Ç cr"" .V 


+ ^S[^/(r)cos»acos7]+gs[^/(r)cos<M!os*fcos7]+gs[-^/(r)cos«cosS] 
4-^^S[fnr/(r)cosacosJcos’7]+^;^S[mr/(»‘)cos’JCOS’7]+^^S[mr/(r)cos’M:o5Scosv], 


I), = etc ,, 

\3, = etc 

Les formules (3o) et (3i), étant réunies aux équations (ï 5) et (s6), fournissent le moyen 
d’exprimer les forces accélératrices X • l) > 3 • <1“®* ®“* actions des molécules^ m , 

m' ,.1,. sur la molécule m , en fonctions des quantités (19) et 


Comme , pour obtenir les sommes qui serrent der coefficienUam^xpressions (so) 
dans les 'seconds membres des formules (81)-. îl suffit dè inolll|(iPtBc«sslTcmont les 
quantités renfermées sous le signe' S dans les seconds membres' des formules (s^) et 
(3o) par les trois faveurs 

• ' £j>. . . . «il -O' - 


:j<. i V ■ ' ~ «il 

'■ rCOSa, rcosp, rcosy , 




/• I l 

ou par les moitiés de cfes facteurs , et qée chacun de ceux-ci dilftre très-peu de aéro, 
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quand on atlribuc au rayon vccleiir r unr valeur très-petlto; iUeinble.au premier abord, 
qu’on pourrait, dans les équations (a5), négliger Jf, , jj., 3> vis-b-via de» quantités jf , , 
n- 3.. !.. I)., 3.. Mais on doit observer que cbaciinc des sommes comprises dans les 
formules (3i) se compose de termes qui sont tous aQcclés du même signe , tandis que cha- 
cune des sommes comprises dans les formules (26) et (3o) se compose de termes qui sont 
alTeclés de signes contraires quand ils correspondent h des molécules situées de part et d’au- 
tre du point {a,L,c) sur une droite quelconque menée par ce mémo point. Il en résulte 
que Ica dernières sommes peuvent s’évanouir dans beaucoup de cas, mais qu’il n’en est 
pas de même des autres. Donc il peut arriver que, dans le.s seconds membres des équa- 
tions (aS) , les ternies J, , ]), , 3« soient non-seulement ceux qui offrent les plus 
grandes valeurs numériques , mais encore les seuls qui différent de zéro. 

Les valeurs do Jf , 1) , 3 étant déterminées par les formules (aS) , (26) , (5o) et 
($1) en fonction des quantités (ig) et (20), on établira sans peine les équations qui 
expriment l’équilibre ou le mouvement du système des masses m , m , m',,.. sou- 
mises non - seulement è leurs attractions ou répulsions mutuelles, mais en outre è de 
nouvelles forces accélératrices. En effet, supposons qu’au bout du temps 1, l’état 
d’équilibre ou do mouvement de système coïncide avec l’état dans lequel les coordonnées 

de la molécule m se trouvent représentées par x , y, z; et soient à cette époque 

X. Y. Z 


les projections algébriques do la nouvelle force accélératrice ; appliquée è la molé- 
cule m sur les axes coordonnés. On aura évidemment , si le système est en équilibre , 


(5») 1 + ^ = 0 , JJ+Frro. 3 + Z = o, 


Au contraire, si le système se meut, en désignant par ^ la force accélératrice qui 
serait capable de produire è elle seule le mouvement effectif de la molécule m, et par 
X< < % les projections algébriques de cette force sur les axes coordonnés , on devra 

dans les équations (Sa) , remplacer les quantités X . Y, Z par les différences 
X — 3(;, y — Comme cm trouvera d’ailleurs, en prenant a, ^ 

pour variables indépendantes , et ayant égard aux formules (4) . 


( 55 ) 


dt' rfr» 
III.* AsaiE. 



rf’i; 
dt' ■ 


% 


IF dF ’ 


a6 
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il e«t clair que le oiouremeDt d’une molécule quelconque m aéra déterminé par lea 
équation! 


(34) 






3 + ^ = 


d't, 

dt' 


Les Taleors de X > t) • 3 > déterminées par les formules (s5), (aC), (5o) et (3i), se 
simplifient dans plusieurs hypothèses dignes de remarque, et que nous allons successi- 
vement examiner. 


D’abord on peut supposer que les sommes comprises dans 1rs formules (26) et (3o) 
s’évanouissent. C’est ce qui arrivera en particulier, si, dans l'état primitif du système, 
les masses ni, m', m*,... étant deux à deux égales entre elles , sont distribuées sy- 
métriquement de part et d’autre de la molécule m, sur des droites menées par le point 

(a, 6,c) avec lequel cette molécule coïncide. En cfibt, comme chacun dos termes ren- 
fermés sous le signe S dans les formules (aC) et (3o) , olTrant un nombre impair de 
facteurs égaux aux cosinus 

cosa , cos^, cosy. 


change nécessairement de signe avec ces mêmes facteurs , ces termes , comparés deux 
è deux, seront évidemment, dans le cas dont il s’agit, équivalents au signe près, mais 
aCTeclés de signes contraires. Alors les formules (i5) seront vérifiées, c’est-è-dire que 
l'état primitif do système sera on état d’équilibre} et, comme on aura d’ailleurs 


(35) Xi = o. t)i = o, 3, = 0 , 

les valeurs de X • )) > 3 réduiront à celles de X> • t)> • 3> • 

On peut supposer encore que, parmi les sommes comprises dans les formules (’6). 
(3o) et (3i), toutes celles qui renferment des puissances impaires de cosx , de cos^ , 
ou de cosy s’évanouissent. C’est ce qui arrivera en particulier, si, dans l’état primitif 

du système , les molécules m , m' , m' sont distribuées symétriquement par 

rapport 5 chacun des trois plans qui , renfermant le point {a, b, c) , sont parallèles aux 
plans coordonnés des y, s , des s , æ et des x, y , et si deux molécules sy- 
métriquement placées à l’égard d’un des trois premiers plans oITrcnt toujours des masses 
égales. Dans la supposition dont il s’agit, non-seulement les formules (i.3) et (35) seront 
vérifiées ; mais de plus les valeurs de X> l)> 3> équivalentes à celles de X>> t)i> 3i< 
se réduiront k 
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(56) 


/ Jt =-^s[± co.*«A’-)]+ ^irS[± 

+ ^s[^co8VW]+^S[^cos*«cos*?/(r)]+^s[^coâ*«cos*7/(’-)] 

+ -^^S[mrco»*«cos*?/(r)] + ^^S[mrco»‘«co«’7/(r)] . 


1) = etc 

\ 3 = etc 

Donc alors , si l’on fait ponr abréger 


(5;) G = S[± ^ co8*a/'(r) j, H = S[^±^ cos* p/‘(r)], I = s[± ^ cos*T/'(r)] , 
(58) L = S[^ cos4a/(r)] . Jtf = S[^ cos<j5/(r)] . N = S[^ cos^v/wJ . 
(5g) P = Sj^-^eos’Pco 8 * 7 /(r) J, Q = s[-^cos’ 7 Coi’a /(»■)], R = S[— cos*aCos*p/(r) j. 


on trouvera simplement 


d’’i 


I I=(«+‘)^+(» + »)^ + (' + «S- + -«-S-+’9^’ 


(4o) 


n=(c+fl)^^+{Z7+«):S-+(/+p)-S-+.p-S+*Æ. 


3=«^+<?)^+("+n^^+(/+^)^+«e-S-+*p-^. 


Si l’on supposait les molécules m, m', m* primitivement distribuées de la 

même manière par rapport aux trois plans menés par la molécule m parallèlement 

aux plans coordonnés , les valeurs des quantités G , H , I , L , M , N , P , Q , R 
devraient rester les mêmes après un ou plusieurs échangea opérés entre les trois angles 
*, P > 1i et l’on aurait par suite 

(4i) G = H = 1. L=M = N. P = Q = R. 
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Donc alors les éqiialions (ôo) ilonncraicnt 


W») 


n=(^+^')S-+(«+‘')(^+ 

3 = (i, + C>-^+ (rt + G) -I- 



Lcs formules (i ■ ) , (i s) , (> 4 ) • (>^) > (■ 7) • (i^) et ( 4 ^) sont extraites du Mémoire que 
j’ai présenté II l’Académie des sciences, le i,*' octobre 18:17, ('(équilibre et le inou- 
Temcnt intérieur d’un corps solide considéré comme un système de molécules distinctes 
les unes des autres. 

Supposons enfin les molécules m . m', m*,.... primitivement distribuées autour 
de la molécule m , de manière que les valeurs des sommes comprises dans les équa- 
tions (37) , ( 38 ) , ( 5 g) deviennent indépendantes des directions assignées aux axes des 
X, jr et a. Alors, non-seulement les conditions (4 ■) devront être satisfaites; mais de 
plus , si l’on nomme , P, > 7, ; >,,?>• 7> ; «s 1 > 71 • les angles formés par 

trois demi-axes perpendiculaires entre eux avec les demi-axes des a: , y' cl î positives, 
on u’altèrcra pas les valeurs des sommes G , /I , I , L, 91 , l\ , P , Q , H en y 
remplaçant les trois quantités 

cosn, cos|î, COS7 , 

par les trinômes 

cosacosa,+cos^cosp,+cos-/cos7„ cos»eo8»,+cos^cosJi,-Kos-/cos7,, cossteoiaî+cos,Scos,'i3+cos7Cos7j. 


ün aura donc par suite 


' G = S jd: — (cosacosa, + cosScos^, cotycoty,)' f{r) j , 

I->1 I /- = s|'-^ (cosacosa, -+• COS^COSp, +C057C08y.)</(r 

li = s j — (COSaCOSJ,+COS?COS,'5, + COS7COS7,)’(cOSlCOSa, + COS^COS^, + C05vCO$7,)*/(r) 
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Or, si l’oD développe le second membre de chacune de ces dernières éqîialions en une 
suite de termes proportionnels aux sommes comprises dans la formule (5i), et si l'on 
remplace par zéro colles des sommes eu question qui renferment des puissances impaires 
de cosa , de cos^ ou de C0S7 , on trouvera , en ayant égard aux formules (3y) , 
(38). ( 39 ) et ( 41 ). 


I C=C(cos*a, -J-cos’p.+cos’v.) , 

L = £, (C05*a, +C05^p, +COS<7,) + C/î(cOS*f iCOS’7, +C0S’7iC0S’a, + COS’», cos’p,) , 

/l = /l(C05’PiCOS’7,+C05’^,COS’Y,+COS’7,C08’*,+COl’7,COS’l,+COS’a,C03’p,+COS'a,COS'â,) 

+ 4^ (cosp, COSp.COS7, cos 7, -|- COS7, C057, COSa, cos a, 4- cos a, eosa.cosp, cosp,) 

m 

+ i (cos’ a, cos* a, 4- COS’piCOS’p, 4-C0S’7,C08’7,). 

Comme 00 aura d'ailleurs 

C0S’a,4-C0S’p, 4- cos’7, = 1 , COS’a, 4-C0$’p, 4"®0*’ï* = * I 
cos a, cos a, 4- cosp.cosp, 4" COS7,COS7, = 0 , 

et par conséquent 

I — Costa, — costp, — costy, = (cos'a, 4* cos’P, 4" cos’ y,)’ — Costa, — costp, — costy, 
= a(cos’p,cos’7, 4 -oos* 7, cos’a, 4" cos’ a, cos’ p,) , 

I — (c0S’p,C0S’y, 4- COS’pjCOS’y, 4* COS’y, cos’a, 4- COS’y, cos’a, 4- C0S’a,C08’p, 4-COS’a,COS’p,) 
r= (cos’a, 4-®OS’p,4"C0S’7,)(coS’a,4-CO5’P,4-COS’7.) — (C05’P,CO5'7,4-COS’p,C0S’7,4-elC.) 
= (cos’ a, cos’a, 4" COS’p, COS’p, 4" COS’y, COS’y,) 

o= — a (coi p, COB p, CO 87 , COS 7 , 4- cos 7 , COS 7 , cos a, G05a,4-C0Sa, cos a, COS p, cos p,) , 

il est clair que la première des équations (44) sera identique , iandis que la seconde et In 
troisième donneront lA ==6/I, ou 

( 45 ) '' L = ÔR. 

Cela posé , on tirera del formnlea (4») "î 
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( ao9 ) 

•)=<'>+c)(s+s+^?)+‘»è- 


la valeur de u étant déterminée par l’équation 

(47) 


rfa , £Ç 
^a di de 


Concevons maintenant que , dans l’état primitif du système des molécnles tn , m' , 
et du point (a,6,c) comme centre avec un rayon l convenablement choisi , on 

décrive une sphère qui renferme toutes les molécules dont l’action sur la masse m e 
une valeur sensible. Divisons le volume ’Ç de cette sphère en éléments très-pètits 

V . v', v°, etc mais dont chacune renferme encore un très-grand nombre de 

molécules. Soient somme des masses des molécules comprises dans la sphère , 


et 

(48) 



Enfin supposons que les sommes des masses comprises sous les volumes élémentaires 
V , v', V* , ... soient proportionnelles à ces mêmes volumes, et représentées en con- 
séquence par les produits va, v'a , v'a Alors , si la fonction f{r) est telle 

que, sans altérer sensiblement les sommes désignées par G et par R , on puisse 
faire abstraction do celles des molécules m , m' , m' , ... qui sont les plus voisines 

de la molécule m , les valeurs de G , R . fournies par les équations (Sy) et (3(j) 
différeront très-peu de celles que déterminent les formules 

t 

I C = — S[±rcos’a/'(r). v] , 

R= — S[rcos"»cos’^_/'(r).v] , 

quand on étend le signe S , non plus è tous les points matériels m , m', m*, .... 
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mais à tout les éléments v , v', v',... du volume Or, dans cette dernière 

hypothèse , le second membre de chacune des expressions (49) pourra être remplacé 
par une intégrale triple rclatiTO è trois coordonnées polaires dont l’une serait le rayon 
vecteur r , tandis que les deux autres représenteraient les angles formés 1. 'par le rayon 
vecteur r avec l'axe dos x , a.* par le plan qui renferme le même rayon et l'axe 

des X avec le plan des x,j. Soient p, q les deux angles dont il s'agit. Cha- 
que intégrale triple devra être prise entre les limites. 


p = o, q~o, y = air; r = o, r = /; 

et l’on pourra même , sans erreur sensible , remplacer la seconde limite de r ou le 
rayon l par l’infini positif. Cela posé , on trouvera 

( G — dz — J' J' J' r*f(r), coi’ n tia pdpdq dr , 

(5o) ; 

i A /•* p»T r\rw 

W J J r‘f{r).cot'»co»'pÙDpdpdqdri 

et , comme on aura généralement 


(Si) cosa = oos^, cos^= siopcosf , cosy = slnpsiny , 

ou en conclura 


J' J\ toi'ximpdpdq — iit J'j cot'pûnpdp=i 


ÛZ 

3 


J'^ cot‘»co»’?»mpdpdq cot'qdq J' cos’p(i -cot’p)sinprfp = it , 

Par suite les formules (49) donneront 

( 5 ») , • 

( ‘>=^fy'f{-)àr = zt^f\rr{r)-r^mdr. ’ 

D'ailleurs , si , pour des valeurs croissantes do U distance r , la fonction f{r) dé- 
croît plus rapidement que la fraction , si de plus le produit r^f{r) s’évanouit pour 
r = u, on trouvera, on supposant la fonction / '(r) continue , et en intégrant par parties 
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f r*f’{r)dr = — t, f r^f{r)ilr. 

O V O 


(Ô3) 

On aura Joue alors 

(54) R = — G. 

\ 

et par conséquent on tirera des formules (46) 


(55) 


X = iR 


dv 

da 


•-“-"S' 


Z—iR 


de 


Lorsque les quantités, désignées dans les formules (4t>) et (48) par les lettres G , 
U,I,L,M, N, P, Q, R et a , détiennent constantes , c’est-à-dire , indépen- 
dantes des coordonnées a , b , c , ou , ce qui revient au meme , de la place qu’occupe 

la molécule m . alors , en faisant, pour plus de commodité , 


(30) 


/ 






c=UQ-')^.+(P-I)^+^n + l)^U: 


D= (P+/,^ + (e+(,lg 


(57) 


£=j(Ç + C)^^+(Ç + /)ï 


de 


À I 


F=|(«+fl)§+(« + C)iA, 


on réduit les équations (4o) aux trois suivantes 
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Daiii le caa particulier oü les conditions (4<) et (45) sont remplies, il suffit de poser 

(59) (fl + C)A=^*, (/? — C)A = IC, 

pour ramener les équations (56) et (67) à la forme 

( A = k!!i+K^. B=k^+K^, C = k^ + Kj, 

] t/a do de 

(60) 



Si , de plus , la condition (54) est vériCéc , on aura A = 0 , et par suite 
(61) A = B = C = K„, D = E = F — o. 

Jusqu’à présent nous avons considéré comme variables indépendantes les quatre quan- 
tités a , b , c , ( . Mais il est facile do reconnaître comment on devrait modifier les 
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus , si l’on voulait prendre pour va- 
riables indépendantes, avec le temps (, les coordonnées x, y, z. Soient elTecti- 
vement , au bout du temps t , et dans le cas oü l’on regarde a , b , 0 comme va- 
riables indépendantes 


(6s) 


^z=F{a,b,e) , 


(65) 

g = ^.(a.6,o). 

g = x(a,6,c). 

g = 'F(u,é,c) 


On tirera des formules (4) et (6s) , en considérant^ oo , y , 
pendantes , 


(C4) 


da rfÇ 

djc * f/Æ ' _ 

111." ASNÊ£. 


db dri 

dx dx ' 


de 

dx 


comme variables indé- 
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(G5) g = ♦ (a. 6. c) g + X (a, 6, c) ^ (a. 6. c) g 

= *(a,6,e)— |4>(a,6,c) g 4-X(a,6,o) g -f T(a,6,c) g| . 

Or , si l’on continue de regarder S > « . ^ et leurs dérivées comme des quantités in- 
finiment petites du premier ordre , on conclura de l’équation (65 ) , en négligeant les in- 
finiment petits du second ordre , 


En raisonnant de la môme manière , on établira successivement les trois formules 

g > ~ = ’t(a,6,o). 

De CCS dernières , comparées aux formules (65) , il résulte que , si l’on prend pour va- 
riables indépendantes , au lieu de a, b, e, les trois coordonnées x, y, z, on 
devra aux dérivées partielles 

^ fL ^ 

da ' db * de 

substituer les trois suivantes 

^ ^ 

dx ’ * 


D’ailleurs , si , dans les calculs que nous venons de faire , on remplace la fonction 
\z=F{a,byc) par l’une des fonctions *(a,6,c) , X (a,6,c) , H‘(a,6,c) , on prouvera 
encore que les dérivées 

rf*(a,i,r) d*[a,h,c) rf*(fl,é,r) 

da * db * de 

sont respectivement égales aux suivantes 

rfO(o,i,r) d*{a,b,c) rf<t(a,é,r) 

dx ’ dj ' di 


d\{a,b,c) 

da 


etc... , 


dx{a,b,e) 

dx 


etc... i 


et l'on en conclura que les expressions 
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rf>5 d'I d'I 

da' ’ dadh ' dada ‘ 

pcuTCDt être remplacées par 

d'i _£1L 

dx' ’ dxdjr ' dxdt ’ 

Enfin les remarqnes précédentes ne sont pas seulement applicables i la fonction ; , 
mais encore aux fonctions n , ; , et à toutes les quantités que l’on peut considérer 
comme infiniment petites, par exemple, à la quantité v. Donc en définitire, si l’on 
TeutprondrepourTariablesindépendÿntes,aTecletemps s, les coordonnées x, y, z, 
il suffira d’écrire partout, dans les formules (3o ) , (3i) , (4o) , (4 7 ) , (56) , (S;) et dans 
celles qui s’en déduisent , x au lieu de a , jr aa lieu de 6, 9 au lieu de c. 
Quant aux valeurs do elles continueront d’étre représentées [royex les 

formules (s 8 ) de la page iGG] par les trois expressions 

rf’t d’7, d'K 

dt’ ’ dl' * dt‘ ' 

et par conséquent on n'aura point b modifier les seconds membres des formules (34). 
Cela posé, admettons que, dans les formules (s 6 ), (3o) et (3 1 ), les sommes qui renferment 
des puissances impaires de cosa, de cos^ , ou de cosy s’évanouissent; on tirera des 
équations (5s) et ( 4 o) , si le système des molécules m , m'.,, est en équilibre. 


rf’l 

db‘ 


£L 

dy> 


etc... , 


etc... 








Si. an contraire . le système est en monvement, on tirera des formules (34) et (4o) 
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( 68 ) 




dxdy ' d:dx 


.K = 


(it* 
*y*ïi 

rfF ’ 


1 {Q+(^)^+{P+B) 7^+(^V+/)-^+ï<?4^+9P-|^4-z=ili. 

\ ' rfj:*. ' ' rf/* ' ' rfi* didx dydz dt' 


Si de plui les TaJenrs de G , U , l , L , M , N , P , Q , R devienDent iodépeii' 
dsDtes en chaque point des directions assignées aux axes des æ , ^ et z , les con- 
ditions (40 et (45) seront vérifiées, et, en supposant la quantité u déterminée par 
l’équation (47) , ou , ce qui revient au même , par la suivante 


(Cg) 


il4.fl j_£i 

dx dy dz 


on réduira les formules (67) cl (68) à 


(70) 


et h 


(70 


<»+<^)(S-+^+-£^)+>».T+*'=-ë- 


Enfin, si la condition (54) est elle -même remplie, on aura, dans le cas d’équilibre du 
système des molécules m , m', ..< , 
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(,2) X+iR^^-0, y + 2Æ^ = 0, Z+2«-^=0. 

' dx dy dl 

et , dan> le cas du raouromcnt , 


Y ^iR — z=tl. 

^ dy dt' 


On doit observer que la quantité v , déterminée par la formule (69) , représente la 
dilatation qu’éprouve un volume très-petit, mais choisi do manière b renfermer avec 1a 

molécule m un grand nombre de molécules voisines, tandis que ces molécules chan- 
gent de position dans l’espace. Ajoutons que les formules (7a) et (73) , étant semblables 
aux formules (C 5 ) , (72) et (77) des pages i 4 i, i 43 cl i 44 , paraissent convenir à un 
système do molécules qui seraient disposées de manière à constituer un fluide élastique. 

Concevons maintenant que les quantités désignées par les lettres G , H , 1 , L , 

M, N, P, Q, R cl a deviennent constantes, c’esti-diro, indépendantes des 
coordonnées a,b,c ou x,y,î', alors , en supposant les valeurs do A, B. 
C , D , E , F déterminées par les équations ( 5 C) et (57), ou, ce qui revient au 
même , par les formules 


(74) j a=j(«-fl)g+(.»+i/)ii+(P_//) «j., 

£=|(« + e)g + (ç + „g),,- • : 

+ + • ■ 

> ' t 

fS • I 

on rédoira le* équalions (67) aux trois wivaatos ;• .* * ■ 
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(/C) 


. àA ,dF dE 

I 5 ^ + 57 + 77 + '’^^ = ®' 

dF dB .dD , „ 

Z 7 + 57 + 77+^^ = “' 


: 0 , 


r dE , dD , dC , „ 

\ Jï + <7+J7+^“=' 

Ces dernières et celles qn’on en tire , qaand on y remplice X , Y , Z par 


X-X,. Y-'S, Z-%, 

sont semblables aux formules (a) et (s5) des pages 161 et 1G6. Ainsi, en rerlu des sup- 
positions admises , les équations d'équilibre ou de mouvement du système des molécules 
tn, m', m*, etc--, coïncident avec celles qu’on obtiendrait, en considérant une 
masse homogène et continue , dans laquelle les pressions ou tensions , exercées au point 
(x,^,z) , du côté des coordonnées positives, contre trois plans perpendiculaires aux 
axes des x , des y et des z , offriraient des projections algébriques sur ces axes res- 
pectivement égales aux quantités 

A. F. F. 

F. B, D. 

E. D. C. 

que déterminent les équations (74) et (yS). Si , de plus, les conditions (4i) et (45) sont 
vérifiées, alors, en posant comme ci-dessus 


(77) 


(fl-l-C)A=-l4, (R — C)ü=K, 
on réduira les formules (y4) , (y5) è 


(7«) ! 



B = k^ + K^. 

dj 


dt 
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el en même torop» l’on fera coïncider lea équation» (70) , (71) avec le» suivantes : 



k_ I d'l ^21 4. 4. *'*''*^ 

aA\</i»* rf/’ rfi’j ai 

k I d’n , d‘n , 1 

"• rfy’ "** </*• j aA 

t frf-; d'Z . *+aK 

aa Was* dj’ dt‘}' aa 


^+^ = 0 ’ 
g + ^ = »’ 

J + Z = o; 


* (d’i d’i <''' , Y— 

aa\<ïx’ dj’ ' dt‘j~^ aa dx~^ dt’ ’’ 

k I d’n , d’n d’n \ k+iS. d-j „ d’n 

aA ^rfiï* dj’ ”* di’ }, aa dy dt’ '' 

* /rfS d’C I I 7_ . 

aa \ da’ ' dy’ dz’ / aA d* dl’ '' 

o’est-k-dire , avec les formule» (76] , (77) de l’article précédent. 

Il importe d’observer que les formules (67) , (7g) et (80) coïnciderarent encoro avec 
les formules (76) , si l’on attribuait aux quantités désignées par 

al. B, C. D, E, F 

non plus les valeurs que déterminent les équations (ÿ4} > (75) et (78) , mais ce» mêmes 
valeurs augmentées de constantes arbitraires. 

Pour réduire les équations (7g) et (8n) à celles qui ont été données par M. Navier 
comme propres k déterminer les lois d’équilibre et do mouvement des corps élastiques , 
il faut supposer, ainsi qu’on l’a déjà remarqué,. 

(81) i = aK.. 

Or, pour que lés valeurs de k et de K , tirées des formules (Sg) , vérifient la con- 
dition (81), il sullit d’admettre que la quantité désignée par G peut étro négligée 
vis-à-vis de la quantité désignée par B ou ,. en d’autre» termes , que le rapport- 
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a une valeur sen»iblemenl nulle. 

On voit au reste que , ai l’on coniidère un corps élastique comme un ejrstème de 
points matériels qui agissent les uns sur les autres & de très-petites distances , les lois de 
l’équilibre ou du mouvement intérieur do ce corps seront exprimées dans beaucoup de 
cas par des équations dilTércntes de celles qu’a données M. Mavicr. Les formules 
(67) et (68) paraissent spécialement applicables au cas où, l’élasticité n’étant pas la 
mémo dans les diverses directions , le corps offre trois axes d’élasticité rectangulaires 
entre eux , et parallèles aux axes des x, des y et des z. Les foruiulcs (70) et (71) 
au contraire semblent devoir s’appliquer au cas où le corps est également élastique dans 
tous les sens; et alors on retrouvera les formules de M. Navicr, si l’on attribue à la quantité 
G une valeur nulle. Ajoutons que si, dans les formules (67) et (68) , en réduit è zéro 
non-seulement la quantité G , mais encore les quantités de mémo espèce H et I , 
ces formules deviendront respectivement 


/ r '/•Ç . n'<’5 , . -O "’■> , , V- 


(85) 


et 


( 84 ) 


<iy 

. 111 . - 1 . w — 4 . P -^-1 

rfx* dy' ^ dz' 


q£L 

\ ^ dx‘ 


dx* 


dy\ ^ dz‘ 


iiL+çi:! 

dy' dz' 


dxctj 

+ sÇ 

rizdx ' 


U- 0 1? . 

d'I 

<fydz 

•7“ * Il ' 

dxdy ' 

d'% 

+ »P 

-^+ - 

(htlji 

Hytiz 

fi'Ti 




dxdy 

dx' ^ dy' dz' dydz dxdy dt' 


JlL 

dt' 


\ ^ dx' dy' dz' dzilx dyd: dt' 
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I 


DE LA PlŒSSION OU TENSION 

DANS UN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS. 

Dan> l’articlo précédent, «près avoir établi les équations générales d’équilibre ou de 
mouvement d'un système de molécules tn, m, m', m*. etc... qui agissent les unes 

sur les autres à de très-petites distances , nous avons recherché ce que deviennent ces 
mêmes équations quand leurs cocllicients vérifient les conditions qui seraient remplies , 
si tout plan passant par une molécule , et parallèle è l'un des plans coordonnés divisait 
le système en deux parties symétriques. Nous sommes ainsi parvenus aux formules (67) 
de la page soy, et nous avons observé que ces formulos coïncident avec colles qu’on 
obtiendrait en considérant une masse homogène et continue, dansiaquclle les tensions 
ou pressions exercées au point , du côté des coordonnées positives, contre 

trois plans parallèles aux plans des y,:, des, :,x et des x,jr, oITriraicnt des 
projections algébriques respectivement égales aux valeurs do A, F, E; F, J 3 ,D; 
E , D , C déterminées par les équations (y 4 ) et (yô) , ou à ces mémos valeurs aug- 
mentées do constantes arbitraires. Nous allons maintenant faire voir comment on peut 
calculer directement les tensions ou pressions exercées dans le système des molécules 

m , m , m', ... contre un plan perpendiculaire è l'un des axes coordonnés, quand on 

suppose qiK ce plan devient rigide, et qu’on lie par des droites invariables les points 
qu’il renferme avec ceux des points matériels m ,*m', qui sont situés d’un même 
cété de ce plan. 

Soient toujours, è une certaine époque , 

x = a,y = b, z = c les coordonnées de la molécule m , 
a-f-éa, é-|-é6, c-|-Ao les coordonnées d’une autre molécule m, 
r la distance des molécules m et m , 

a I ? • 7 les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordonnées 
positives , et liés aux quantités éa , èé , éo par les formules 

(') Aa = rcos«, A* = rcosp, Aesrreosy, 

III.* Anséa. V *8 
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( a‘4 ) 


l'oilraclion ou la répulsion mutiicllo des deux masses m cl m, propor- 
lionncllc d'une pari à ces masses , d’aulre pari & une foiiclion de da dislancc r. 
SoienI de plus O, O', O* Irois puinls quelconques du plan mené par la molécule 


m perpendiculairemeat à l’axe des x , 


m , m", les molécules siluées par rap'porl au plan OO'O* du c6lé des coor- 

données posilives , 

1)1, , T)i, , Ole... . les molécules siluées par rapporl i ce même plan du côté des coor- 
données négatives, 

l une longueur Irês-pelite, mais supérieure au rayon de In sphère d’aclivllé sensible 
d’une molécule , 

s un élément do la surface du plan OO'O', dont les dimensions soient très-petites , 
mais supérieures, ainsi que la longueur f , au rayon de la sphère d’activité 
scusihio d’une inoléculo , 

\^) le volume d'un cylindre droit qui ait pour base la surface élémentaire s, et pour 

hauteur la longueur l mesurée è partir du plan OO'O* du côté des 
coordonnées négatives, 

,"tp[ la somme des masses des molécules m, , tn, , etc... comprises dans ce même 


cylindre, et 


(») 



le rapporl qui exprime ce qu'on peut nommer lé densité do cylindre. 

SoienI encore 

( une portiou de la hauteur du cylindre, mesurée comme celte hauteur, h partir du 
plan OO'O', et 

n le nombre des molécules comprises dans la partie du cylindre qui aurait s pour 
base, et t pour hauteur.. Enfin désignons par 


' ^ $ 

F. 

E. 

F. 

B. 

D . 

E . 

D. 

e. 


les piujections algébriques des tensions ou pressions qu’il s'agit de calculer; en sorte 
que A , F , F représentent, aux signes près, les composantes rectangulaires de la 
pression ou tension p' exercée au point {a,L,c) cl du côté des i positives 
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( »>5 ) 

conlro le plan OO'O', dans lo cas oii l’on suppose les diflercnls poinls do ce plan 
liés par des droites invariables avec les points matériels m, , tn,, ctr.... f.c produit 

p's 

é 

de la pression on tension p' par la surface élémentaire a ne sera autre chose que 
la résultante des actions exercées par les molécules m , m', m' , etc... , sur les mo- 
lécules comprises dans lo plan OO'O', et sur celles des molécules m, , m, , etc... 
qui seront situées tout près de la surface s. Par conséquent les produits 

( 4 ) As, Bs.- Cs 

représenteront très-peu près les projections algébriques do la résullaïUe ‘des actions 
cxercécs"‘j)ar les molécules m , m', m*,,,, sur les molécules comprises dans le vo- 
lume 'tO. Quant aux projections algébriques de la résultante des actions exercées sur 

• la molécule m par les molécules m , m' , m' elles seront équivalentes aux 

femmes 

(5) S[±mmcosa^(r)] , S[±mmcos?/1[r)] , S[±mmcoS 7 /‘(r)] , 


ou , ce qui revient au môme, aux produits 


(C) mS[±mcos«/'(r)] , mS[± mcnsg^(r)] , mS[± mcos-//'(»-)] , 


pourvu que l’on se contente d’étendro le signe S aux molécules m, m', m',... 
situées par rapport au plan OO'O' du côté des x positives, ‘et que l'on réduise le 
double signe ± au signe -j- , si les molécules m , m s’attirent , nu signe — 

dans le cas contraire. Supposons maintenant que les diverses molécules offrent des masses 
égales, et so trouvent distribuées è très-peu près do la mémo manière, soit autour do 


la molécule m , soit autour do cliacuno des molécules m, , tn, , etc Si cha- 

cune des sommes (5) renferme un certain nombre do termes correspondants !) des mo- 
pnur lesquelles la condition 


lécules m , m' , . 
(7)’ 


t.-ot 


V. 


soit vérifiée: les esp|«issleos (4) renfermoront les 

tant de (pis qu’il y aûsa ^ns le, volume . de^molécuke < »»• , -i> séparées du 

. ü*. 
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( ) 

|ilan OO'O' par une distance il-galc ou inrdricuro à t. Donc, pour déduire lea 
expressions (4) des expressions (5), il sullira de multiplier, dans chacune do ces der- 
nières , la quantité comprise sous le si;^ne S par le nombre n des molécules com- 
prises dans la portion du cylindre dont t est la hauteur. On trouvera ainsi 

(8) //» = S[±Bmmcosa/(r)] , = S[il « mmeosp/'(r)] , Cj = S[±nmmcoS7^(r)], 

ou , ce qui revient au mémo , 

(g) .rfs = mS[±:iimcoi«/’(r)] , Bs = mS[±: iimcos^/'(r)] , Cs = mS[±nmeoS7/'(r)] , 

D’ailleurs, en vertu des notations et des suppositions admises, le nombre total des mo- 
lécules comprises dans le cylindre dont la hauteur est l sera représenté par le rapport 

JIL 11? 

tn m m - ■ 

et par suite on aura , sans erreur sensible , 

éTIL '■ "■ 

(il) n = = — i} 

in / m 

puis on en conclura, on ayant égard b la formule (7) , 

«rcosci 

(la) n = i. . 

m 

Donc les formules (8) ou (9) donneront 

(i3) ,/ = A.S[±;ntrC08*«/‘(r)], f =4.S[i:mrcoS£tcos^/'(r)], £ =ri.S[imrcosacos7f(r)], 

Les sommes que renferment ces dernières 'équations doivent être étendues seulement aux 
molécules m, m', m',... situées par rapport au plan OO'O* du côté des x 
positives. 

Concevons à présent qua Ton désigne par p, la pression ou tension exercée au 
point (a, é, c) , et du odlé des coordonnées négatives , contre le plan OO'O', dans 
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( ai? ) 

le cas oii l’on suppose les dilTérents poioU de ce plan liés par des droites invariables avec 
les points matériels m, , m, , etc.... Le produit 


p.s 

de la pression ou tensiop p, par la surface élémentaire a ne sera autre chose que 
la résultante des actions exercées par les molécules m, , m,,„. sur les molécules com- 
prises dans le plan OO'O* et sur celles des molécules m, m', m'... qui seront situées 
tout près de la surface a. D'ailleurs les actions exercées par les molécules 
sur les molécules m , m', m*. ... sont égales et directement opposées aux réactions 
exercées pSr les dernières sur les premières; et il est clair qu’on n'altère pas sensible- 
ment la résultante dcces actions ou de ces réactions, lorsqu’aux molécules m, m', m*,,... 
ou m, , ni, , m, ... on joint celles qui se trouvent précisément situées dan» le plan 
OO'O*. Cela posé , les pressions ou tensions p'», p,s supportées, dans les deux 
hypothèses successivement admises , par la surface élémentaire a , pourront être con- 
sidérées comme deux forces égales , mais directement opposées , et l’on devra en dire 
autant des pressions p' , p, , exercées au point (a, 6,c) contre les deux faces du 
plan OO'O*. Donc la pression ou tension p, aura pour projections algébriques 
sur les axes , non plus les trois quantités A , F, E , mais les trois suivantes 

— A. —F. —E. 

Si maintenant on applique k la détermination de ces projections algébriques les raisonne- 
ments par lesquels nous avons établi les équations (i3) , on sera conduit k reconnaître 
que ces équations subsistent encore dans le cas o(i l’on étend lo signe S , non plus 
aux molécules m , m', m', ... situées par rapport au plan OO'O* du côté des 

X positives, mais aux molécules m, , m situées par rapport k ce plan du côté 

des X négatives. Donc, par suite, les sommes comprises dans le» équations (i5) sont 
équivalentes aux moitiés de celles qu’on obtiendrait , si l’on supposait le signe S étendu 
k toutes les molécules vn , m , m*,... m,., »n, , nS} , ... situées par rapport au plan 
OO'O' soit du côté des x positives , soit du côté des x négatives, c’est-k-diro, 
k très-peu près , aux moitiés de celles que l'on obtiendrait en étendant le signe S k 
toutes le» molécule» du système proposé. On aura donc, en interprétant le signe S 
comme on vient de le dire , 

= S[±mrco»’«/’(r)], i»= S[d:mrcosaco»S/’(r)] , * 

C= ^ S[±CO»*CO»y/'(r)] . 
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( *i8 ) 

Eu appliquant des raisonncmcnls du mfmc ^c-nre à la rcchêrche des projcclioni algébri- 
ques F, B, D ou F, I), C de la pression ou tension exercée au point (a,6,c) 
et du côté des coordonnées positives contre un plan perpendiculaire b l'axe'det y ou 
b Taxe des : , on trouvera définitivement 

« 

A = -^ S[±mrcos**/’(r)] , B = S[± mrcos’?^(i‘)] , 

C = ~Sl±mrcos'-/f[r)] , 

Z) = -^ S[± mrcospcos-//‘(r)] , £ = S[± mrcosvcos«/^(r)] , 

a 

F z=z — S[dbn»rco8«co8^/'(r)] , 

le signe S devant être étendu b toutes les molécules du système proposé. 

Supposons maintenant que l’état du système de points matériels soit changé, et que 
les molécules tn > m , m', ... m, , nt, , ... se déplacent dans l'espace, mais de ma- 
nière que la distance de deux molécules m et m varie dans un rapport peu dififérent 
de l'unité. Soient d’ailleurs , comme dans l’article précédent , 

« , a , C 

des fonctions de a , b . c qui représentent les déplacements très-petits et parallèles 
aux axes d’une moléculo quelconque m , 

*, y, I, » + b», ï + »-fis 

les coordonnées des molécules m , m dans le nouvel état du système, et 

’•(> + •) 

la distance dos mêmes molécules dans ce nouvel état. Enfin désignons par u la dila- 
tation qu’éprouve , pendant le changement d’état du système , un volume très-petit v , 

mais qui pourlaut renferme avec la moléculo in un grand nombre de molécules voi- 
.<ines m , m’ , ni,, ni,...; et soit f la nouvelle densité du volume élémentaire 
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V. Les quanlilcis w , jr , z , àx , ^y , iz , i seront déterminées par les formules 
( 4 ) > ( 5 ) > (7) de 1 article précèdent , cl la quantité 'j par l’équalinn (O9) ou plutôt par 
l'équation (47) du même article, en sorte qu’on aura 


(. 5 ) 

ün trouvera d’ailleurs 



(. 6 ) 


P 


A 

i+« '• 


puis, en considérant u comme un infiniment petit du premier ordre, on tirera de la 
formule (iG) 

('/) P = (< — »)A. 


Cela posé les valeur, de A.B.C.D.E, F. relative, au nouvel état du sys- 
tème seront donnée, à très-peu près, non plus par les équations (.4) . mai, par celles 
qu on en déduit quand on subsliiuo la densité p à la densité a, le nroduit rfiJ-.l 

ou rayon vecteur, *el les rapports ^ t + I 


Aj' As 

'■(• + •) ’ '■(i + «) 

aux cosinus des angles a, p, y. On trouvera ainsi 


àx 




±m ■' -Aic'l , 


(18) 


i+«) 


c 


!• -““fs!* 


/'[>•(■+«)] 

r(i + .) 


AJ” . 


'•( 


puis, en considérant les déplacements ? . , . ç comme infiniment petits du premier 
ordre , négligeant les infiniment peliU du second ordre , et iàiiaal pour abréger 

A'')] = /(r). 
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( a*o ) 

un conclura dei formule* (i8) combinées avec les équations (5), (la) et (i5) de l’article 
précédent 


j 

A: 

= pS[± 

=(■+ 

rr(r) -/■(-•) 

m 

i + a 

Af ’ 
rcosa ^ 

)co*’«.A0| . 

(ao) 

B 

~psj± 

=(■+ 

rr{r)-f{v) 

m 

• + « 

An ^ 
rcosi , 

|cos*p./'(o| . 


i 

= ps|± 

t(‘+ 

/■(>•) 

• + « 

Aï; ' 
rc0S7 ^ 

Jco8*7./'(0| . 


( D 

= psj± 

t('+ 

rr{r)-m 

AO 

f ” 

An 

rcosp 

1 ^)cosPcosvAo| 

rcos7/ ) 

(ai) 

! E 

= psj± 

v('+ 

rrco-AO 

AO 

-i4- 

Aï 

rcosy 



[ F 

= psjd= 

t('+ 

rrco-Ao 

AO 

■* + 

Al 

rcoa« 



ou, ce qui revient au même , 

j .l=pS|±:^[cos*« + «cos«-^]/'(r)| 

^_ps|^^cos«^ + cos?-^ +cosv^jcos*«/(r)| . 
B =ps|±^^cos*? + acosP— 

U») / 

+ pS|-^^cos» + +C0S7 — jcos‘p/(r) I , 

C =pS|±-^(co»*7+ 2COS7^jA’’)| 

, + pS j:^"(cos. ^ + cosp ^ 4- COS7 cos-7/(r) 
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( Sï' ) 


(»3) 


ü = fS|d=-î^^cos,%cos7 + co*ï-^ 4- cos? ~j A’’) I 

COSï — 4- cos? ^ + COSy COS?COSv/(r) I , 

E = pS|± — |cosycos» 4" cos» 4" cosy — /"Mj 

4- f s|— ^cos» — + cos? ~ 4" cosy cosycos»/’(r) j , 




cosacosS 4- cos$ — -4- cosa — 
‘ r r 


)m\ 


, *5 . « ‘Su , AC\ . J-, k) 

4-pS|— ^cos» — 4-cos? \-cofi — jcosacos?/ (r) j 


D’ailtcors les attractions ou répulsioos mutuelles des mokciilcs m , nt , tn’ , m, , 

m, , ... n’èlant sensibles par hypothèse qu’h de très-petites distances, on pourra , sans 
inconrènient , dans les formules (as) et (a5) , substituer aux quantités a;. An . At; 
les premiers termes do leurs développements en séries ordonnées suivant les puissances 
ascendantes de r, c’est-h-dire , des développements que fournissent les équations (i8) 
de la page iqô , et supposer en conséquence 


/ — = T" + TT + T" '°*V . 

I r da db de 


(*4) 


A») rfïO . rfï* ... 

— = — cos» 4- — CosS 4- — cosy , 
r da db ‘ de 


\ 


Aï 


rfî , rfC ». 
_co»»4-;^co»?+ jjcosy. 


Donc les formules (a a) et (a3) donneront 

IU‘. AS»ic. 


*9 
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( îiï ) 


(ai) y< = fS|±^C 03 *«/'(r)j 

+ î»| ~s|±'-^co*>*/'(r)j + ^S^d= ^cosBCos,Çf(r)j + ^S^: 


'^5 c 


COS 3 COS 


ïA--)) ! 


I g s(^ + S ^(t + g cos’»oosv/(r)) 

5 /(r) J+g S ^^cos*=.co5*p/(r)j + ^ S cos’acosScosy/(r) j 


1 rfu ,, Imr 

+ 0 ( + — î> ■ 


da \ r 


-cos^acos 


I dl^ fmr 
I + — S — C 0 S**C 0 S 7 


-, - . 87/(r)] + gs[— COS’»COSf-COS7/{c)j + ^sf— cos’:>cos’ 7 /Wj r 

^t/a\a J atf \ ‘À / ' ' 

(î(i) iJ=fS^±-^ C 08 ’P/'(»-)j 

g s(±g^C08.COS?A»-))+g"s[±^C08*fA'-))+'^ ) 

/ g s(^co 8 *»cos’?/(r)j + gs[^co 8 »cos’!î/rr)) + gsjg^ COS«C 08 *^COS 7 /W] 

L « s (=....™-,W,/w) t g s(= o..>f .™,/w ) * '-5 s (f c»-f c..-,/m) , 


ivY 


■=ps[: 


± — C 08 * 7 /'(r)j 


gs(±^^o..oo 87 f{r)].gs(±^co.peos 7 A>-)) + Ss(±^co8-7A^^^ } 

g s co,».co.*7/(r)) + S S (g;: co8.co,?co8-7/(r)) + g « (v W) 

^ P g s (^' C08.C08?C08«r/(r)) + g s COS-? C08>7/(r)) + g s (v 

■ g s coa-co.’y/w)^' s ««‘‘v/W) > 
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(s8) li = pS^± ^ cosf cosy/'(r)J 

j S ^ T e'>‘“«“*v/'(r))+ ^ S (± COs3co5Y/'(r)J+ J » (± ^ COi';f[t)^ 

I (-î^cos»aco5Ïcojv/(i-)) + ^S ^■^cosacos’pcosv/(r)j+~S ^^O 6 otcosf.co»*ï/(r)j 

+P l + ^S ^•^co 8 jtcos’?co 67 /(r)j + ^ co»’fcos-|f/(r)j + ^ S^— cos’Pcos*v/(»‘)j 
l+^S ^■^co8î«cos,'3cos"y/r)j + ^ S |■^^cos•f'COS’ 7 y(»■)j + cosPcos’y/(r) j , 

■(ag) £=pS^-^cosyco»a/‘(r)j 

l Ta^i^T «“••“/'W) + 3 ® T «**««? AO) + S ^ {=*= T An) 

+p 

1+ ^ s co»«co»v/'(r))+ ^ T “*P®®nA’’)) + ^ ® (l" ®®*n A»")) 

. * ^P* -V* ■ 

^^-co»>aC 08 y/r)j + ^S |^cos*»cos?C0S7/(r)) + ^co$*»cos’7/(r)) 

+p +^s ^^^C08*aC0*pC0Sv/(j-)) +^S ^i^C0SaC0«’pC0i7/(r)) +^S ^^C0»aC08PC0»'y/(r)) 
+ !^s ^-^cos’atcos’v /(0j + ^ S C 08 «COSpCOS* 7 /(f)) + — S co5»cos’v/(r)) , 
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( ) 


(ôo) 



mr 

’j 


C052C0S 



I ^ ® T + ^ * (=*= T ^ T '®*?'=°*v/(>-) 

1+ ^ S (±. CO»*a^(r)j + ^ s (± cos»cosf,/-(r)j + ^ coi^cosyf{r)^ 

( '— s COS*«COSf/(r)j + ^ S COS’ciCO»’|;/(l*) j + ^ s cos’acosjcos-//(r) j 

, ^ ^ s cos’ïCos’f-/(r) j + ^ S cos»cos’p/(r) j + ^ S cosacos’f cosy/Xr) j 

^•^cos■aco^^cos7/(r)j +^S ^~'^cosacos’?co57/(r)j +^S ^’^-cosicosfcos’7/(r) j 


' 4> 

yua 


Dkds CCS Jcrnières furmulc$ , les coortlonuùfs a, b, c «ont rc^jardcVj comme yariables 
inilcpeDclanlcs, cl la valeur do p est toujours celle qtio fournit l’équation (lÿ). Les 
valeurs des quantités A , D , C , ü , E , F étant une fois déterminées par les for- 
mules que nous venons d’établir, ou en déduira sans peine les projections algébriques 
de la pression ou tension p supportée au point [x,y,t) parmi plan quelconque , 
h l’aide dus équations (3) de la page 1 C 2 . 

Il reste maintenant 3 montrer les simplifications qu’admettent dans plusieurs cas les 
furiniilcs (i3) , (i4) , (a5) , (ïC) cl suiventes. 

Lorsque la fonction f(r) est telle que, sans altérer sensiblement les sommes ren- 
fermées dans les formules (i5) cl (i4) , on puisse faire abslracli^ de celles des molécules 

m , tn, , m, , qui sont les pins voisines de la molécule m: alors, eu ayant 

recours aux raisonnements et aux notations dont nous nous sommes servis dans l’article 
précédent [pages soa et so5], et posant de plus 


(3i) 6=.--- I r*/’(r)rfr, 

on conclura des équations (i3) 
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r C r r^coi^pi\apf{r)dpdqdr = dz f rY(r)(ir = ± — Oi’ 

%/ O ^ 0%.' Q 5v'o 3 


F = ±i,'.J' J' J' r'cospi\n''pcosqf{r)dpdqdr = o. 


i’ = ±â’. f J' J' r^cofpsia'piiaq f{r)dpdqdr :=o . 


En calculant de la int'^mc manière les projections algi;bri<|ucs F, B, D, ou E, D, C 
de la pression ou tension exercée au point (n, 6 ,e) dans l’état primitif du système 
contre un plan perpendiculaire à l’axe des jr ou it l’axe des î , on trouvera délîni- 
tireinent 

S 

(5s) A = B — C = d:^, D = E=F — o, 

la valeur de v étant déterminée par l’équation 


(55) 



On arriverait encore aux mêmes résultats en partant des formules (i4)- Seulement les 
intégrations relatives à In variable <7 devraient alors être elTccluées entre les limites 
q = o , q = Au reste, il suit évidemment des équations (5a) et (34), 1 .” que, 
dans l’état primitif du système, il y a pour chaque point, en vertu do l’hypothèse ad- 
mise, égalité de tension ou de pression eu tous sens; a." que, dans cet état, la pression 
ou tension désignée par » s'arle, quand on passe d’un point è un autre, comme le 
carré de la densité. Si maintenant on substitue h l’état primitif du système proposé le 

nouvel état dans lequel la molécule m a pour coordonnées x , jr , z ; on devra , 

dans l’équation (53) , remplacer la densité primitive A par la nouvelle densité p , 
et l’on aura en conséquence 


(34) 



Enfin , si dans l’équation (34) , on remet , nu lieu de p , sa valeur donnée par l’équa- 
tion ( 17 ), on trouvera, en négligeant les quantités innuiment petites du second ordre. 


\ 
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(35) *■ = — 5(i — 8v)ii’. 

Un voil pai' Ir.» dùlaiU dans lesquels nous venons d’entrer que, pour obtenir l'égalité 
de pression en tous sens, dans un système de molécules qui so repoussent, on ii’a pas 
besoin d’admettre , eonime l'a fait M. Poisson , une distribution parliculièro des molécules 
autour de l’une quelconque d’entre elles [voyez dans les Annales de physique et de chimie 
un extrait du Mémoire présenté par M. Poisson à l’Académie des Sciences , le i," octobre 
1837]. D’ailleurs, pour faire coïncider la formule ( 3 i) avec celle que M. Laplaco a 
donnée comme propre à déterminer la pression en un point quelconque, dans un fluide élas- 
tique en équilibra, il suflit d’imaginer que O représente, non la densité de la masse 
fluide , mais celle du calorique libre do cette masse [voyez lo XII.' livre do la .Mécanique 
céleste]; et il était facile de prévoir cette coïncidence , puisque l’hypothèse adoptée par 
M. Laplace consiste à regarder le ressort des gaz comme produit par la force répulsive 
de leur calorique libre. 

Considérons è présent les valeurs de A , D , C , D , E , F que déterminent les 
formules (3Ô) , (36) , (37) , (38) , (3g) , ( 3 o] , et qui sont relatives, non b l’état primitif 

du système des molécules m , m , m', m, , tn, ... mais au nouvel état dans le- 
quel la molécule m a pour coordonnées x , y , z. Si l’on suppose que l’état pri- 
mitif soit un état d’équilibre , les seconds membres des formules (>4) se réduiront h zéro , 
et par suite les formules (sa) , (36) , (37) , (38) , (ag) , ( 5 o) donneront simplement 

(âC) A = 

/ ^ ^ (t ^ S cos’«co8v/(r)j 

P ' + ^ + ^ s ^^C08’«C0S*?/(r)j + ^ S^.Î^COS*»COS?COS7/{r)j 

^ + ^ s COs'aC 05 -//(r)j + ^ s C 08 '«C 0 S?C 0 $y/(r) j + ^ C 0 S’«C 05 ’-//(r)j , 

( 56 ) il = etc..., 

( 56 ) C' = ctc... ; 
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( 3 >) 


{ ) 

D=z 



cos’»cos^co»7 /(r)j + S ^-^co$»cos’ficosy_/'(r) j +^, S cosoico?f-CQs'v_/'(r) j 

S cot» cos’ ? cos y/(r) J + S cos ’ ? cos •//('•) j + ^ S cos’ p cos’ •//(>•) j 

S cos » cos P C 08 ’v/(r) j + ^ s COS» P cos’ v/(r) j ^ s cos P cos’ y f{ r) j . 


(07) £ = clc... , 

(3;) /^t=etc 


11 importe d'observer que, dans les équations (5G),.(57), on pourra, sans erreur sen- 
sible, et en néj'llgeant seulement des quantités inGnluicnl petites du second ordre, 
remplacer la densité f par la densité primitive a. 

Supposons maintenant que les sommes comprises dans les formules (s5) , (sb) , (^7) , 
(a8), (sq) , (3o) vérilienl les conditions qui seraient remplies, si tout plan passant par 
une molécule et parallèle è l'un des plans coordonnés divisait le système eu deux parties 
symétriques; c’est-è-dire que, parmi les sommes dont il s’agit, toutes colles qui renier- 
ment des puissances impaires de cosx, do cosp ou de cosy s’évanouissent. Alors , eu 
attribuant aux quantités G, U, 1, L, M, N, P, Q, R les valeurs que déter- 
minent les formules (Sy) , (38) , (3 q) de la pago 19g, on trouvera 


(58) 


(3y) 


a = ,jc(. + ,|i)+r i + + , 

'’ = 'l"(’ + *S) + "S+"ï + '’5v!’ 

c = ,|;(, + .|)) + eil+p£;. + ,«|. 


a = ,[(p + ;)^ + (e+«)5l. 


£ = ,|{ç+<;)i + (e + ;) gj. 
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Dans le luAmc cas, en niliucUant que l’élat priuiilif du sjrsième soit un état d'équilibre , 
on tirera des funnulcs (3G) et (07) , dans lesquelles on peut remplacer f par i , 



Supposons encore que les valeurs des quantités 6' , Il , l , L , U , i\ , P , Q , R 
vériiicnl les conditions (4i) de l'article précédent, savoir, 

(4a) C = II = I, L = Sl = N, Pz=Q = lii 


ce qui arrivera, par exemple, si, dans l'état primitif, les molécules m , tu', tu", ... 
III, , m, , ... ont été distribuées de la mémo manière par rapport à trois plans menés 
par le point [a,b,c) perpendiculairement aux axes des x, y, et z. Alors on 
tirera des équations (4o) et (4i) combinées avec la formule (i5) 


(45) 


4 . «V A, 

( ^ 

a=j(/-,_yî) J+flajA, 

C=|(f._.f?)g+/fajA; 
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■ f N. 


£u(]u , si 1 on suppose les uioléculos m, m',... ni,, ni, , <•. primilivenicnt dislri- 
buées autour de la molécule m de manière que les voleurs des sommes comprises dans 

les équations ( 57 ) , (58), (5g) de la page tgg dovieonent indépendantes des directions 
assignées aux axes reclangulaires des æ , 7 et : . on aura , en vertu do la formule 
(45) de l’article précédent, 

( 45 ) Lz=ôll. 

Par suite les formules (43) se réduiront è 

(46) 

Lorsque, dans les équations (46) et (44), on pose, pour abréger, 

( 4 -) n^=K, 

et que I on y remet pour v sa valeur tirée de la formule (i5), ces équations deviennent 
respectivement 



Pour faire apprécier l’utilité des formules que l’on vient d’établir, considérons 'un 


Ijl.* Axyit. 


.,=«(.+, g),, 
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snlidc et hoino;i«nc dont iVlat prlniiliF oit «5t6 pr^cisiiiicnt son état naturel , et 
dont lo nouvel <?lnt corresponde h dt>,« di.'placements Irès-pelils des diverses molécules. 

X Si l’on fail nbslroclion de la force répulsive du calorique pour lui-inèuie, si d’ailleurs on ) 
suppose que tout plan parallèle à l’un des pions cuordunnés divise une purlion très-pe- 
(ilo du corps, envisnpée comme un système de points matériels, en deux parties symé- 
triques ; les projections i:I.;éLriques dos pressions ou tensions , exercées au point 
contre trois plans perpendiculaires aux axes des as, .y et c. seront déterminées, dans 
lo nouvel étal du corps, par les équations (58) et (ôq). Uc plus, comme les pressions 
exercées coiiW-e la sut lace se réduiront h léro dans l’étal naturel , les seconds membres 
des équations (i4) auront des valeurs nullcs. Par conséquent les quantités G , II , 1 
s’évanouiront . cl les Ibrmoles (58) , (Sq) coïncideront avec les formules (4o) , (4i). Ces 
di niières piiraissenl eireclivenieni propres li déleroiiner la pression ou tension qui a lieu 
en chaque point d’un corps solide , lorsque l’élaslicilé u’esl pas la même dans tous les 
sens, et que le corps offre trois axos d’élasticité rectangulaires entre eux. 

Quand l'élaslicilé redevient U même dans tous les sens, les conditions (4x) cl (45) 
étant rompliett, les valeurs de A, II, C , D, E, F, données par les formules (4o) 
et ( 4 >). SC réduisent ii celles que fcuniissent les étqualions ( 48 )- Si l’on substitue ces 
mêmes valeurs dans les formules (5) de la page lOîi , on retrouvera précisément les 
équations données par M. Navicr, dans le Mémoire présenté à l’Académie dos Sciences le 
i4 niai 1821 , cl déduites par M. Poisson, dans le Mémoire déjà cité, d’une analyse qui doit 
s’accorder sur quelques poiuls avec celle que nous venons d’exposer, et on différer sur 
quelques autres. C’est du moins co que nous pouvons présumer, à la Iceturc de l’extrait 
que M. Poisson u donné de son Mémoire dans les Annales de Physique et do Chimie. 

Revenons inainlenanl aux formules (.58) et ( 09 ). En supposant la densité a cons- 
tante, cl négl'geniil les iuriniincnt petits du second ordre, on tirera de ces formules 
combinées avec l'équation (tâ) 

I c = |w-/)£ + (e-/)JJ + (.v+/iÿ + /|,, 

/ « = j(,. + i)t + (e + «,g|,.' 

e = }(ll+//)g+(ll+C)ij.. 

/ 
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Lorsque les comlilions (4«) et (45) sont remplies, en faisant, comme dons l’article pré- 
cédent , 

(6i) (/I “f* ^ a 4 , (ff — ér ) a = /l , 


et ayant é^ard h la funnule (i5) , ou trouve simplenicut 



Les valeurs de A , B , C , D , E , F fournies par les équations (4o) et (5o) ou par 
les équations (5a) coïncident les unes avec les valeurs de A , B , C déterminées par 
les c<|uations (50) ou (Co) de l'article précédent, et augmentées des quantités f,' a , 

k-iK 

//a , Is nu de la quantité — , les autres avec les valeurs de Û, E, F dé- 

terminées par’lcs formules (ây) ou (Co) du même article. 

V» * 

Lorsque la fonction /'(r) est telle que, tans altérer sensililcroent les sommes dési- 
gnées par B et (r dans les formules (ai) , on puisse faire abstraction de celles des 

molécules m , m', m, , m, , qui sont 1rs plus Voisines do la molécule nt . on 
a [voyez les pages soô et 2 o 4 ] 

(55) 6=-y? = ± ^y’*rY(r)dr. 

Donc alors ou tire des formules (3i) combinées avec la formule (3i) 

(.54) 4 = 0, K = a/?a = qrOA*; 

* 

cl par itiiio les équations (5s) se réduisent, comme on devait s’y nlteudrc , aux formules 
(3s), la valeur de v étant déterminée par 1 équation (33). 

Dans le cas oii les quantités C, H, I, L,M, N, P, A et A sont cons- 
tantes, c’rst-h-dire, indépeuda nies des coordonnées a, b, e, les valeurs do A, 
B , C , D , E , F , fournies p.nr les équations (4q) et (5o), peuvent être évidemment 
substituées, dans les formules (58) do l’article précédent, aux valeurs do A , B , C , 
D , B , F déterminées par les équations (56) et (Sy) du même article. Il y a plus; si 
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l’on subftituR la valeur de p déduite des forinulea (>S) et (17) dans les seconds mem- 
bres des équations (aS) , (sC) , (17), (a8) , (sg) , (3o), 011, ce qui revient au même, 
dans les premiers termes de ces seconds membres , attendu que les autres termes étant 
inlinimcnt petits du second ordre, on peut y remplacer, sans erreur sensible, p par 
a; si d’ailleurs on suppose constantes la'dcnsité A elles dilTéreoles sommes indi- 
quées par le signe S dans les équations dont il s’agit , les valeurs des quantités dési- 
gnées par Xt , })> • 3i dans les équations (3 1) de la page igG pourront s’écrire comme 
il suit : 


(55) 


HA 

-f 

dF 

+ 

dE 1 

da 

db 

de j ’ 

dT 


dB 

+ 

dD ) 

da 

4- 

db" 

.~j ’ 

dE 

-f 

dD 

+ 

dC I 

da 

db. 

de j 


Donc alors , on admettant que les conditions (i5) et (55) de l’article précédent sc trouvent 
remplies , on aura encore , comme on devait s’y attendre [v. la page io5] , 


(5f.) 


_ 1 t. I 

* a jrfa rf* ■" rfr J ’ 

^ \ da ^ db ^ de \ ’ 

^ — (££ 4. IL 4_ !£. ! 


Dans les diverses formules ci-dessus établies, on a considéré comme variables indépeu 
dantes les quatre quantités a, b, c, t. Si l’on suppose au contraire que l’on prenne 
pour variables indépendantes, avec le temps t, les coordonnées x, j', z, il 
faudra, en vertu des principes développés duos l’article piécédcot, remplacer les dérivées 

d( d\ d\ dr, rfa ^ 

rfa ’ db ' de ’ da ’ db ' de ’ da ‘ db ' de ' 

d 

par les suivantes 
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( ) 


S' 


rfÇ rf; Un (in Un t/Ç rf; 

rf/ ’ rfs * rfx ’ rf/ ’ rfi * rf-c * dy * Ui' 


Alors on trouvera , comme b la page iGô, 

(59) 

De plus, si l’on désigne par 


dx dy dt 


(6o) 


= /(a. f>, e) 


la densité mesurée au point (<t, 6,c) dans l'étal primitif du système des molécule m , 

m , m", ... m, , m , , ... on tirera de l’équation (iG) combinée arec les équations (4) 
de l'article précédent 

(GjI = . 

' ' , l+u l+u ’ 

puis, en négligeant les iuGoiment petits du second ordre, on obtiendra la foruiule 


(6s) f = (i — v)/(x,j',s) — ; 


d/(x,y,t) 

dx 


d/[x,y, t) 

■ <iy 


Hz 


qui coïncide avec l’équation (si) do la page i6S. Cela posé, il est facile de reconnaître 
ce que deviendront , dans la nouvelle hypothèse , les valeurs de A, B, C,Ü,E, 
F déterminées par les équations (sâ) et suivantes. On conclura en particulier des for^ 
mules (4o) et (4i) 


(65) 


1 
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■ ~ F**'* formulû» (4S) 


[,él dn rfî 1 „ ,. f'Iflf . <*0 I r ri*^' ‘^’’ aX > ■ •— . ^ 


Il e#l bon d’obîWïer que le» troi» prcmibfct des équation» peuTçnt t'écrire coinine 
il .ait; - 


^ “l ’ 2? = £[aÿ + u)‘. r==i:(«^-^v)-, ., ' 




Lorsqu’il l’aide dctniélhode» oxposéo* don» cet article, on o délermioé Ics projectiao» 
algébriques de» prrsiions ou tehsioiis exercée»' on un point quolçouque d’un ssrslèmC de 
molécules contre trois plan» perjicndiculairas aux axe» coordonné» , il sbllil de ti^isliluer 
les valeurs de ce» projection» algébrique» dan» Ici rominlc» (s) et {iâY de» p«ge» >®i e* 
lOC pour obtenir le» équation» qui expriment le» loi» d’éqitHibre ou de moureêlent du 
»jr»tème. Si l’on combine en particulier ce» formule» avec k» équation» (G5) et (®4) » e* 
»t l'an suppoie constante» les quantité» L , M , iY , P , Q . R . * > »Ior», on divi- 
taat tous le» termes par la densité 

,»■ p=-lt— «)A. 


et n^Iigeant le» infiniment polit» du tecond ordre, on relronïera le» tormula* i®),. 
(84) de l’article précédent , «avoir , 


ci. 

r 


^ ^ -s, 

dr * - . 






. *r i ■ ■ 







■-'.'J 






( » 3 â ) 


ilL 

rf#* 


■1*-- . 

. 'i. -■ ■ 


fiy 


éi* 




lit* 


k' 5 . 7 ''"f *-> 

‘ ' V î^: -«T 
f 1 ■ l’L- 

i- - » • 




^ >» -S - 

- • V ^ 


il. 

rfü* 


i!L 

<//• 


>£±4 
«<t* ^ 


rfav/r 

4s 

« 

d*ï 

1 <1 

djdt 

1 S 

, d?« 

1 < 

didm 

' J« i 

. </’*> 

+ 


( 08 ) 






dsdji 

4 ^ 

rf *5 

1 

*djcdy 

T 

rf'fl 

# 

1 

rfyrft 

■t" < 

, d-ç 

1 

' rfsrfiS 

» ^ 

1 

1 

' rfxrf/ 

l ' 


f !'=♦, 


I*' 







O 


\ *-: ç., 

Vh- ' *■ ■ ' - ■?» 


1 " ;, ; 




</•? 


• s*' ^’" ‘ ■ .11, I, -. 

' J' ■'^- 

5 * ' ■ 






il” 

dt 


d'K, 


rf'Ç 


• rf’Ç 


1 o.^4.pii^4-)V— 4-jQ-il! — t-sP-^^-^: — 1-2 

* dit* dt* dt* ^ dtdt * dvdt 


d*n 


d*t 


dit* 


dj* 


dt 


dids 


itk 


tu 



d^dt d t 

Cm dernière», oint! que les funaulcs (CS) cl ( 04 ) , paraiiscDt spécialemetil applicable» 
h un corps sufide qui oflro trni» axes d'élasticité reclangulairos entra eux. Quand l'é- 
la^iciié redovienl la mémo dans tons les sens , alors les Conditions (4s) eV:( 43 ) étant 
remplios, les formules (67), ( 08 ) se réduisent aux suivantes : 


r jf 
-J '^: (69) 


„f. d*li ,. d*f , rf>ï . d’v , d' 5 A . ^ 

+-rfï^ + *ï^+* rfSî) + '^=*=“’ 






••jr <»- 

.. -i» 

\ ^ 


é V, 


«(il 

’Ç 


.. , , </‘n , <Pa . d’t . . d*\ \ . ,, 

\a," + * rfy-- + iv + “ ■^S‘+ *Â^?r) ^ ’ 


rf-t . ^ d*\ 


T- y'*-: 

,=.-•* . -ik#. 




. % Ti 




irfx- + 

dy* ^ ^ rft* 

4t 

dtdj 

f->dydt) 

(s 

, d'i rf-ï 


d*n 

1 . 1 

V rf»" 

1 rfj,. 1 dt* 

' t ■ * 

djdy 

rfxrfx / 

/ J_î L *'’• 

1 « 

rf-ï 


^rfjT* * 

dy* ' dt* 

"1" » 

dÿdi ' 

rfx^ j 

1 

43 

4» 

d'I 

H "'? \ 


^)+^= 


OJ 


V- 1 ^■^'- 
-I* V !L: ^ 




£Tîî..'-.. ■ : 

■ - V .- . ^ ^ 

a ■iHi. ;■■ • ■ f- 

- -- . /-.r'; 


...î- - :-rf. 


rftrf» rfj'rfi y 


■W 2 = 


rf*« 




4i 


fl ;: . ■ 

• ^ ^ • V -, » 


'*ÏT.’Ç 




y ■ f" : ïv- ■ ym^W^ 






■^1 


^ 



c ) - . «• y. ' 

c’vit-^'tlire cello* quu M< Navler a donoOsi dam le Méniuir» dd' |8«I.^ 

^oiu.obwrvcrofit encore que, v l’un aubilkuc dam les formules (a) et (aA) dés pages 
iGÎ et i66 , les râleurs de A , ü , C , D , E , 1'. ^Icrniin&s par leséqùalionsXôi) 
et i(Sû} , en suppusanfla densité a constante, on obtiendra six nouvelles fprinnlès qui 
coïncideront , eu égtu-d 11 la seconde des équations ^54) ■ avec les formules (ÿa) et ^5) 
de l’article Jfrécéiltfht. 


^ P, 5. -Pour él.tbiir les formules (i3) [pige aiC^cl celles qui s’en déduisent, on a 
supposé que les direrscs molécules m , •» , m',... m,, oITraical des masses 

é^lcs,«l se trouvaient distribuées^ très-peu près de la même manière auloor de Tune 
quelconque d’entre clics. Cos suppositions paraissent exiger que la densité f vqno très- 
peu d'un point à un autre; ce qui arrivera; par exemple, >i la densité & , cclalivo il 
l'éSal naturel; est une quantité constante, et si f diffère très-peu de a. Elles pa- 
rgissedl exiger encure que les différentes sommes indiquées par le signe S soient sen- 
siUcmenl constantes , c’est-è-dire indépendantes des coordonnées a , by c i et que 
celles des mémos sommes qui renferment un nombre impair de facteurs égaux aux quan- 
tités cosa, cos^, cosy s’évanoolsscnU Effectivement, lorsque ces conditions sont 
remplies , les valeurs do A , B , C , D , E , F trouvées, dans cet article vériCent, 
comme on l’a vu , les formules (.SG) , et par conséquent les formules (S8) <ts l’article’ 
précédent. 

Si les conditions dont il s’agit cessaient d'être vérifiées, les formules obtenues dans 
cet article pourraient ne plus s'accorder arec celles do l‘arlicle précédent, et alors cllqs' 
devraient être reielées. Ainsi leê calculs que nous venons de faire peuvent devenir in- 
sullisants pour l’établissailient des véritables équations de l’équilibre ou du monrcmenl 
d’un s^slèuie de molécules dans des cas auxquels les formules de l'article précédent sc^ 
raient encore applicables. ' . ' > 


SUR QUELQUES THÉORÈMES 


RELATIFS A LA CONDENSATION 

OU A LA DILATATION DES CORPS. 

-a gQg c- ii 


Considérons un corps solide ou fluide qui , Tenant !i changer de forme par l'eflet d’une 
cause quelconque, passe d'un premier état naturel ou artiCcicI à un second état distinct 
du premier. Rapportons d'ailleurs tous les points du l’espace h trois axes rectangulaires , 
et supposons que la molécule m , correspondante aux coordonnées x,.y, z dans 
le second état du corps, soit précisément celle qui, dans le premier état, arail pour 
coordonnées les trois dilTérenccs 


* — I, J — a , a — î. 

.Si l’on prend x , y , t pour variables indépendantes , Ç , a , ï seront des fonctions 
de X , y , Z qui serviront b mesurer les déplacements du point que l’on considère 
parallèlement aux axes coordonnés. De plus, si, dans le second état du corps, on dé- 
signe par 

les coordonnées d'une molécule m' voisine de m , les coordonnées do m' re- 
latives au premier état seront représentées par 

/ dÇ </E dj \ f . di) du \ 

/ dÇ d; dÇ \ 

s + Aa.(ç+_ix + -Ajr + _A*+...). 

Cela posé, soient r. et r les rayons vecteurs menés do la molécule m h la molécule 
m' dans le premier et dans le second état du corps. Soient en outre 

III.*AH5É|. 3i 
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le^ BDglei formés par les rayons vecteurs r, , r arec les deiui-uxes des cunrdoniiécs 
positives; et faisons 

(i) r = r„(i + c). 


I servira de mesure à ce que nous avons nommé la condensation ou la dilatation (iniaire 
du corps suivant la direction du rayon vecteur r [voyez le 11.* volume, page Gi]; et 
l’on aura 

(a) rc 05 « = A», rcosp = iy, rcoS 7 = is. 


On trouvera pareillement, en considérant la quantité r comme infiniment petite, et 
négligeant les inrmiment petits du second ordre, 


(3) 


/ I I \ 

r.cosp. = ij, _ ix + - AJ. + — Azj , 
I . /‘'î , I ‘'c L \ 


ou , ce qui revient au même. 


(4) 


I roCos», = r cosa — cos* r- cosS — costI , 

[ \ dx dy ■ dt j 

a I . an dn „ dA \ 

r„cos8„ = r Icosi — - cos» cosS cosv , 

\ dx dy di I 

[ ! d<i d% dt, \ 

t r.cosY, s= r C0S7 — cosa cosS COS7) ; 

\ \ dx dy dz j 


puis on tirera des équations (4) combinées avec la formule ( 1 ) 
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(5) 


(.^)’=(t)=( 


dl H\ rfÇ ^ 

C0*« C08a — — cosfi» COS 7 

dx dy ^ dt i 



. dn dn dn y 

cosp — C 08 * COSfl — T- CO* 7 

dx dy dt j 


/ rfC d% rf; \ * 

rfï ~ '“‘P - 77 • 


Donc, >i l'on fuit pour nbrégcr, comme !t la page Ga du second rolume. 



on aura simplement 


(8) ^ ' j* — Acos’x + Bco$’?+ Ccoa’y + aDcos5cosy + sEcosyCosx + aFcos»cos,3. 

Les équations (â) et ( 8 ) , qui coïncident l’une et l'autre arec la formule 1 1 de la page 
iGô, fournissent le moyen d’exprimer la condensation ou dilatation linéaire mesurée 
par t en fonction des angles a, y. Ajoutons que, si , k partir de la molécule 
nt , on porto sur la direction du rayon vecteur r une longueur équivalente à l + ' t 
on aura , en désignant par 

iE + x, J' + y. *J-ï 
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les coordonnées do l’extrémité de cette longueur 


(9) 


^ _ J 

Co&a Cos^ 


Z 

cos Y 


= ± (i + «); 


et qu'eu conséquence la formule (8) donnera 

(lo) Ax’ + By’ + Cr’ + aDyi+sEzx+aFxy=i. 

Donc l’extrémité de la longueur i+. sera située sur la surface do l’ellipsoïde re- 
présenté par l’équation (lo). EnGn, si par celle extrémité on mène une normale à l’el- 
lipsoïde , les angles X , fl , V compris entre cette normale cl les demi -axes des coor- 
données positives seront déterminés par la formule 


, , cosX cosu COSv 

(il) ' ■ ' -= ‘ ■' . 

Acosa+Fcosf +Ecosy Fcosa+ Bcosf + Dcosy Ecosa+Dcos^+Ccosy 

Lorsque le rayon vecteur r est dirigé suivant l’un des axes de l’ellipsoïde , la dilata- 
tion ou condensation mesurée par < se réduit à l’une de celles que nous avons nommées 
condensations ou dilatations principales; et, comme, dans ce cas, la normale se confond 
elle-même avec lo rayon r , on lire do la formule (i i), en y remplaçant i pur a , 
fl par ? , et V par 7 , 

Acosa-fFcosjî-f Ecosy Fco5a■^Bco5?■^Dcosy Ecosa-t-Dcos^ + Ccosy 

/ I m — P»P— SS I I _ I B ■ ■ ■ ■ ^ 

' ’ cos a cos^ cos y 

Observons encore qu’après avoir déduit 1 de l’équation (S), on pourra, quelles que 
soient les valeurs de a , p , y , déterminer les angles a, , P. , 7. , l’aide des 
équations (4) , ou , ce qui revient au meme , à l’aide de la formule 


(i3) 


COSa„ COS|to 


tl\ d\ dn dr, dj) 

cosa COSa COSS COSy COsA CoSa COSS — COSy 

dx dy dt ' da dj‘di 


COSy» 


rfï rf! » <!' 

COSy — — cosï COS» — — cosy 

dx dy dt 


= l -f 1. 


Concevons maintenant que dans le premier état du corps on mène par la molécule 
m un plan perpendiculaire au rayon vecteur r, , cl soient m, , m, , etc.,, des 
molécules choisies arbitrairement dans le plan dont il s’agit. Désignons d’ailleurs par 
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«O • i>, , c, et pur U , b , c lc> angles que le r>iynn rcclcur luctié de la inolécul. 
m îi la molécule m, forme dans le premier et dans le second étal du corps avec les 
demi-axes des coordonnées positives. On aura nécessairement 

(i 4 ) cosa,cosa, -J- cos,S.cosb. -f- cosy.cosc, = O. 

De plus, les angles a„ , b„ , c, , a , h , c devant être liés entre eux do In même 
manière que les angles «« , f, , y, , » , P , y , on aura encore 

, ,, cosn, cos b, 

*1 , ffn tin . dn 

cosa — ■ -- cosû — cosb — -7- co;»c cosb — — cosa cosb — — co»c 

dx dy di dx dy dz 

COSCrt 

di rfç ^ di • 

cosc — -- cosa • — -7- cosb — — cosc 
dx dy di 

Or, si dans Téquation (i 4 ) on remplace les quantités 

cosatoj cosjo, C057, ; cosa., cosb., cosc. 

par les dcuomin.ateurs dis rpsiclions comprises dans les formules (i5) et (i5), on en 
tirera , eu é|^ard aux équations (6) et (7), 

( 1 6) ( Acosa+Fcosp+ Ecosy)cos a + (Feosi+Bcosp+ Dcosy)cos b+(Ec0sa+ DcosS+Ccosy)cos c = o ; 
puis 011 conclura do celle dernière combinée avec la furmiilo (ii) 

( '7) cosa COsX -f- cosb COSÿl -J- COSCCOSS =; D . 

Donc, dans le nouvel état du corps, le rayon vecteur mené de la utolëculc m à la 
molécule m, formera un angle droit avec la normale menée par l'extrémité de la lon- 
gueur i-+-« i l’ellipsoïde que représente l’équation (lo), ou, en d’autres ternies, 
ce rayon vecteur sera parallèle au plan l.mgcnt à l’ellipsoïde; et, comme on pourra en 
dire autant de tout rayon vecteur qui joindra la molécule m à l'une des molécules 

”»i . il est clair qu’un plan unique, parallèle au plan tangent, renfermera 

toutes ces molécules. D’ailleurs l’ellipsoïde représenté par l’éqnalion (lo) est semblable 
h celui dans lequel se transforme une portion infiniment petite du corps comprise sous 
une surface sphérique dont le centre coïncide avec la molécule m , taudis que le corps 
se condense ou se dilate; et les axes des deux ellipsoïdes sont non-seulement proportion- 
nels , mais encore dirigés suivant les mêmes droites , d’oii il résulte que les plans tangents 
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incni^» h ce.i ileiix <>llipsoïiK‘s pnr des points situés sur un seul diamètre sont parallèles 
entre eux. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

i." TiiRoRÈap.. Supposons qu'un corps se condense ou se dilate par Ctffel d'uneeause 
quelconque. Concevons d'ailleurs que l'on construise , dans Cctat primitif du corps, une 
sphère infiniment petite , qui ail pour centre la molécule m , et qui renferme en outre 
un i^rand nombre de molécules voisines, puis, tlans le second état du corps, C ellipsoïde 
dans lequel cette sphère s'est transformée. Les molécules primitivement situées près de 
la molécule m i.* sur un diamètre tle la sphère, i.” dans un plan perpendiculaire 
<k ce diamètre, se trouveront transportées, après le cban"ement d'état du corps I.* sur 
le diamètre de Cellipsoïde correspondant au diamètre donné de la sphère, a.* dans le 
plan diamétral parallèle aux plans tangents menés il icllipsoîde par les extrémités du 
nouveau diamètre. 

Au reste , pour établir directement le tliéorêmc qui précède, il suDGt d’observer qu’a- 
prè.s le chaiipeuicnl d'état du corps , les molécules primitivement situées, près do la mo- 
lécule m , dons un plan tangent è la splière, doivent évidemment se trouver trans- 
portées dans le plan tangent è rellipsoïde, et que d’autre part des molécules très-voi- 
sines , primitivement comprises dans des plans parailvies , devront encore être , après le 
changement d’état , renfermées dans des plans de cette espèce. 

Si la mnléciile m' est tellement choisie que, dans le second état du corps, le 
rayon vecteur r mené de m h m' coïncide avec un des axes de l’ellipsoïde, la di- 
latation ou condensation mesurée suivant le rayon vecteur r sera l’une des dilatations 
nu condensations principales, et dans le même cas, mais d.-ins ce cas seulement, les mo- 
lécules »i, , m, , ... primitivement situées près de iii sur le plan perpendiculaire è 
la droite qui joignait les points matériels m , tn', se trouveront encore sur un plan 
pcrpeudiculaire au rayon r. Il est aisé d’en conclure que des molécules primitivement 
comprises dans une surface normale à la droite qui joignait les points matériels m , m', 
jouiront de la même propriété dans le nouvel état du corps , si dans cet état le rayon 
vecteur mené do m è m' est l’un de ceux suivant lesquels se mesurent les conden- 
sations ou dilatations principales. On peut d’ailleurs considérer, dans les deux états du 
corps , la distance très-petite qui sépare les points tn et m' comme l’élément d’une 
courbe qui couperait h angles droits la surface ci - dessus mentionnée; et l’on est ainsi 
conduit b la proposition suivante. 

a.* 'rnéoRKua. Quand un corps se dilate ou se condense , pour que des molécules pri- 
mitivement situées I.* sur une certaine surface, s.’ sur une courbe normale à cette sur- 
face , se trouvent encore, après leur déplacement , sur une surface et sur une courbe 
qui se coupent à angles droits, il est nécessaire et il suffit que la tangente menée à ta 
seconde courbe, par le point où celle-ci rencontre la seconde surface, offre l'une des 
directions suivant lesquelles se mesurent les dilatations ou condensations principales. 
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Considcions mniiilenaiil uu corps soliilu élasli(|uo dont la surface libre soil soimilfr 
en chacun de ses points b une pression normale, par exemple, b la pression almosphé- 
riquo; cl supposons que, pour (ïlablir les équations d'équilibre ou de mouvement de ce 
corps , on ait recours aux principes ci-dessus développés [pa^es 1Ü7 et siiiv.], ou , ce qui 
revient au mémo, aux principes exposés dans le précédent article, en se bornant toute- 
fois au cas oti l'élasticité reste la même dans tous les sens. Alors, en chaque point du 
corps pris dans un état distinct de l'état naturel , trois directions désignées sous le nom 
de principale» et perpeodiculaires entre elles , correspondront eu même temps aux trois 
pressions ou tensions principales et aux trois condciisalions ou dilatations principales. 
D'ailleurs , en un point quelconque de la surface libre , la pression extérieure , étant par 
hypolhbsc normale b celle surface , sera nécessairement une pression principale. Donc 
la condensation en dilatation linéaire mesurée très -près de celle surface et suivant une 
direction normale sera l'une des condensations ou dilatations principales. On arriverait 
encore évidemment b la même conclusion , si la pression extérieure supportée par la sur- 
face libre du corps élastique se réduisait b zéro. Cela posé, on déduira immédialemcut 
du théorème a une nouvelle propesilion dont voici l’énoncé. 

3 .* TnéORÊME. Si, Célasticité d'un corpi étant la mime dam tous te» fens, la surface libre 
de ce corps est soumise à une pression normale ou à une pression nulle, tondis que ce 
corps passera de l’état naturel A un nouvel état, une droite comprise entre deux mo- 
licule» situées prés de la surface libre, et primitivement normale à cette surface, ne 
cessera pas de la couper à angle» droits. 

Concevons b présent que le corps élastique sc réduise dans son étal naturel b une plaque 
très-mince et comprise entre deux plans parallèles qui soient soumis b des pressions 
normales. Supposons de plus que, cette plaque venant b changer d’état, sa forme varie 
très-peu, et do manière que les déplacements des molécules soient très-petits. Les deux 
plans parallèles qui terminaient primilivcinenl la plaque sc transformeront eu deux sur- 
faces courbes dont les courbures principales seront très- petites en chaque point; et 
l’épaisseur de la plaque , mesurée après le changement d’étal , sur l’une quelconque des 
droites normales b l’une de ces deux surfaces courbes , diilèrera très-peu de l’épaisseur 
primitive , c’csl-b-dirc , de la disUnco qui séparait d’abord les deux plans ci-dessus men- 
tionnés. Ajoutons qu’en vertu du troisième théerêufx les diverses molécules primitive- 
ment situées sur une perpendiculaire commune aux deux plans dont il s’agit se trouve- 
ront transportées sur uu petit arc de courbe qui coupera ces deux surfaces courbes b 
angles droits. D’ailleurs ce petit arc do courbe se confondra sensiblement avec sa cordc 
et de telle sorte que , si l’on regarde l’épaisseur do la plaque comme une quantité infini- 
œenl petite du premier ordre , la distance entre l’arc et la corde sera inriuimeut petite 
du second ordre. Il 7 a plus : 00 pourra en dire autant d'un élément du l'arc eu question 
et de la corde de cet élément ; d’ob il suit que celle deruière corde pruluugée sera seu- 
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siblcmvnl normnic aux deux surfaces courbes. On pourra donc énoncer encore le ihéo- 
l'êoie suivant. 

4 . * TiiéonêvE. Si une plaque vlasliquc très-mince et primitirement comprise entre 
deux plans parallèles , se condense ou se dilate, mais de manière que sa forme varie 
irès peu, deux molécules primitivement situées sur une perpendiculaire commune aux 
deux plans se trouveront , après le changement de forme de la plaque, sur une droite 
scnsihlemenl normale aux deux surfaces qui remplaceront ces mêmes plans. 

Si l’on supposait la plaque élastique priuiilireiucnt comprise , non eutre deux plans pa- 
r.alléles , mais entre deux surfaces courbes séparées l’une de l'autro par une distance très- 
petite et constante dans toute l’étendue de la plaque, alors, en raisonnant toujours do 
la môme manière, on obtiendrait , au lieu du 4-* théorème, la proposition suivante. 

5 . * TnéoiiÊME. Si une plaque élastique, primitivement courbe, mais très -min ce et 
d'une épaisseur constante, se dilate ou se condense de manière que sa forme varie 
très-peu, deux molécules primitivement situées sur une droite sensiblement normale aux 
deux surfaces qui terminaient la plaque, sc trouveront encore, après le changement 
de forme de ces deux surfaces , sur une droite qui pourra être considérée comme per- 
pendiculaire à l’une et à l'autre. 

En terminant cct article, nous ferons observer que, si un corps subit è difTérentes 
époques des cliau'^emcnls de forme quelconques , la dilatation ou condensation définitive 
d’un volume très-petit, qui renfermerait néanmoins avec la molécule m un grand nombre 
de molécules voisines, sc déduira sans peine des dilatations ou condensations successivement 
éprouvées par ce volume aux époques dont il s'agit. En ciTet, soient u, , »,,... les 
quantités propres h mesurer ces dernières dilatations ou condensations, en sorte que le 
volume en question varie à une première époque dans le rapport do i è i -|- u, , è une 
seconde époque de i il i , etc.... Le mémo volume aura définitivement varié 
dans le rapport de l’unité au produit (i -f- u,) (i u,).,.. Donc si l’on nomme u la 
quantité propre è mesurer la dilatation ou condensation définitive de ce volume, on aura 

(18) i-4-v= (i +u,)(i +u,).... 

Si les changements de forme snccesaivcmcnl éprouvés par le corps sont peu considérables, 
alors V. , '■>, , ... « seront des quantités très-petites, cl la formule (|8) donnera sensi- 
blement 

(19) U = U, -f- u> CIC.... 

L’équation (19) comprend un théorème dont voici l’énoncé. 

0 .* TnéoisÊUE. Si un rorps subit à différentes époques des changements de forme très- 
peu sensibles, la dilatation ou condensation définitive qu’éprouvera le volume d'un des 
cléments de ce corps sera la somme des dilalatioi.s ou condeosalions successivement 
éprouvées par le même volume, 
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SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


D’UNE LAME SOUDE. 


S i." Coniidérationt finirait*. 

Considérons une plaque solide qui oflre dans l’élat naturel une épaisseur trés-pctile, 
et qui se trouve alors comprise entre deux surfaces cylindriques très-voisines l’une de 
l'autre. Supposons en outre que celte plaque s'étende indéGniment dans le sens de sa 
longueur, c'est-à-dire, dans la direction des génératrices des deux cylindres, mais 
qu'elle soit terminée , dans le sons de sa largeur, par deux plans parallèles à ces généra- 
trices. Un élément de la plaque, renfermé entre deux plans très-voisins et perpendicu- 
laires aux génératrices dont il s’agit, sera ce que nous nommerons une latne solide: et 
par suite la longueur de cette lame coïncidera précisément avec la largeur de la plaque. 
Concevons maintenant que la plaque , et les lames solides dont elle se compose , viennent 
à changer de forme, mais de manière que les surfaces qui la terminent ne cessent pas 
d’être cylindriques, et que des molécules, primitivement situées sur une parallèle aux 
génératrices des deux cylindres, satisfassent encore à la même condition après leur dé- 
placement. Supposons d’ailleurs que, dans le nouvel état de la plaque , on applique aux 
molécules qui la constituent des forces accélératrices données, et aux surfaces cylindri- 
ques qui la termioent des pressions extérieures normales à ces surfaces. Enfin admettons 
que, les forces accélératrices étant dirigées comme les prc.ssions dans des plans perpendi- 
culaires aux génératrices des deux cylindres, les directions et les intensités de ces forces 
et pressious , ainsi que la nature et la densité de la plaque, soient les mêmes pour tous 
les points situés sur une parallèle à ces génératrices. Lus équations d’équilibre un de 
monvcnient de la plaque , qui seront en même temps celles du chacune des lames qui la 
composent , 'coïncideront évidemment avec les équations d’équilibre ou de mouvement do 
la section faite dans la plaque par un plan perpendiculaire aux génératrices des cylindres. 
Donc , pour déduire ces équations des formules qui expriment généralement les lois de 
l’équilibre ou du mouvement d’un corps solide , c’est-à-dire , des formules (a) ou («5) des 
pages iCi ou i66, il suffira de faire ..bslrnclion de l’une do trois dimensions de ce corps. 
Cela posé , rapportons tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires des x , y , 
ï , et prenons pour axe des z une droite parallèle aux génératrices des surfaces cy- 
lIl.’AKxèE. 5î 
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linilriqueÂ qui terminent la plaque. Soient d’ailleiir», dant l’état d’équilibre on du moii- 
vi-nienl de cette plaque , 

in une molécule comprise dans le plan dut x , y , 

X , y les coordonnées de cette molécule , 

P la densité de la plaque du point {x,y ) , 
y la force accélératrice appliquée à la molécule m , 

X , Y les projections algébriques de la force y sur les axes des x et ^ , 

, p“ les pressions ou tensions exercées an point (te./) contre des plans perpen- 
diculaires h l’axe des x et h l’axe des y , 

A , les projections algébriques de la pression ou tension p' sur les axes des x 
et y , 

F , B les projections algébriques de la pression ou tension p' sur les mêmes axes. 
On trouvera, s'il y a équilibre. 


,!A dF - , V 

— — — \-fX=o, - — — — j-pr=o. 

dx dy dx dj 


Si, au contraire, la plaque so meut, alors, en désignant par i la force accélératrice 
qui serait capable de produire le mouvement cITectirde la molécule m , et par X, ^ 
les projections algébriques de celle force sur les axes coordonnés, on trouvera 


(*) 


dA 

dx 


+ 


dF 


+ e{^ — X) = o. ~ + 


dB 

àX 


+p(y-^ = o. 


D.nns l'un et l'autre cas, si l’on nomme 

« , ft les angles compris entre les demi-axes des coordonnées positives cl un autre demi- 
axe 00' mené arbitrairement par le point {x,y) , 
p la pression ou tension exercée su point (x,y) contre le plan perpendiculaire à ce 
demi-axe et du côté qui le regarde, 

i , ft les angles formés par la fnreo p avec les demi-axes des x et j' positives, 
on aura , en vertu des furmulci (5) de la page i6a , 


(3) /ICOSl=: ..rfCOSa-j-FcOS^ , pcos/a = FeoSa /^COS^. 

bnliii, si l’on suppose le point (x.j') situé sur l'une des surfaces cylindriques qui ter- 
luincnt la plaque, et si l’on fait coïncider le demi-axe 00' avec la normale i cette 
surface, les vabturs précédentes de pcosïi, pcosp devront se confondre, au signe 
près , avec les projections algébriques do la pression extérieure appliquée à celle s iirfaoe 
dans line direction normale. Donc, si l'on désigne alors par P la pression extérieure 
correspondaulc au point (x,y) , on aura encore 
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(/|) //cos» Fcos^ = — /’cosa, Fcosx-[- BcoiP — — Pctifp . 

Un nu doit pns oublier quo ces dernières formules suLsislcut seulement pour les points 
situés sur les surfaces cylindriques ci-dessus mentionnées. 

Il reste i faire voir comment des équations (i) , (i) et (4) on peut déduire celles qui 
déterminent ii un instant quelconque , dans l’état d’équilibre ou de mouvement , la furme 
de la plaque ou plutôt de la section faite par le plan des x , jr , et en particulier les 
divers changements do forme de la ligne qui , étant comprise dans ce même plan , divi- 
sait primitivement l’épaisseur de la plaque en deux parties égales. Toutefois, comme, 
la détermination de cette ligne, que nous appellerons ligne moyenne, s’clTectue de di- 
verses manières, et entraîne des calculs plus ou moins étendus, suivant que l’on consi- 
dère une laine élastique ou non élastique , naturellement plane ou naturellement courbe , 
d'une épaissour constante ou d’une épaisseur variable, nous renverrons le développement 
de ces calculs aux paragraphes suivants. 


§ a. Equations tïiquUibre OU <U mouvement d'une lame naturellement droite et d’une 

épaisseur constante. 

Concevons que, dans l’état naturel de la plaque ci-dessus mentionnée, les deux sur- 
faces cylindriques qui la terminent se réduisent h deux plans parallèles, séparés l’un de 
l’autre par une très-petite distance. Chacune des lames qui composeront cette plaque 
sera ce qu’on peut appeler une lame naturellement droite et d’une épaisseur constante. 
Cela posé, représentons par z/t lépalsseur naturelle de la plaque, et prenons pour 
plan des x , y celui qui divisait priiuitivemenl celle épaisseur eu deux parties égales.' 
Supposons d’ailleurs que, dans le passage de l’état naturel à l’état de mouvement, li’S 
déplacements des molécules soient très-petits. La ligne moyenne de la section faite par 
le plan des x, y, après avoir coïncidé dans l’état naturel avec l’axe des x, de- 
viendra, en vertu du changement de forme de la plaque , une courbe plane, mais dont 
l’ordonnée sera lrès-|>etile. Désignons par f(x) celle ordonnée. Soit de plus r la 
(niTérenco entre l’ordonnée y d’une molécide quelconque m correspondante h 
l’abscisse x et l’ordonnée /'(x) de la ligne moyenne, en sorte qu’on ail générale- 
ment 

(5) y^f[x) + r. , 

Soient enfin 

(C) X — 5 , / — a , 
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les coorilonm'f» primitivo de la molécule m qui, dans l’étal d’équililire ou de mou- 
veinoul , coïncide avec le point (x,/). i, n seront des fonctions de x, j qui 
serviront 5 mesurer les déplacements de celle molécule parallèlement aux axes; et , si l’on 
considère ces déplacements comme infiniment pctils du premier ordre , la fonction y (x) 
sera encore une quantité infiniment petite, ainsi que sa dérivée y'(x) . Il est aisé 
d’en conclure que, si l’on veut prendre pour variables indépendantes x et r an lieu 
de X et ^ , il suflira d’écrire, dans les formules (i) et (s), la lettre r k la place 
de la lettre y. Soient eflectivement , dans le ens oii l’on rcg;arde x, y comme va- 
riables indépendantes , 

(7) . 

(8) • 

On tirera des formules (5] et ( 7 ), en regardant x et r comme variables indépendantes , 


(9) 

et 


dx 


=/». 


dr 


( 10 ) 


^=*(x,y) + x(x.y)^ . 




ou , ce qui revient au môme , 




Donc , en négligeant vis-è-vis de «(x.j') le terme ^(x,y)f'(x) qui est infiniment 
petit, on aura simplement 


(ts) 


^^^x,y). ^^x[x.y). 


Or , de ces dernières équations , comparées aux formules ( 8 ) , il résulte que , si l’on prend 
pour variables indépendantes x ut r au lieu de x cl y , on devra aux dérivées 
partielles 

djj dA 

dx * dy 

substituer les suivantes 


Digitized by Google 



( *49 ) 


dA dA 

dx * dr 

Cette conclusion demeurant exacte, tandis que l’onTemplace la lettre /i par la lettre 
B ou par la lettre F, on tirera des équations (i) et (a) i.*, en supposant que la ■ 
plaque soit en équilibre , 

3.* en supposant que la plaque $o meure , 

à » % d jd m mm 

rf7+ 


O. J- Y 


dF 


dB 


dx dr 


+ p(>'-c7) = °. 


Ajoutons que les formules (s8) de la page iGG, qui fournissent des taleurs très-appro- 
chées de X • éT I*! ca* considère x et comme variables indépen- 

dantes , subsisteront encore è très-peu près , quand on regardera comme indépendantes 
les variables x et r. Donc aux équations (i4) on pourra substituer celles-ci 


, ,, , Y ‘'*5 

-7^ — = 


-t- y- 


d'n 

dt' 


Quant aux formules (4) , il résulte des suppositions admises qu’elles donneront è très- 
peu près pour r = — A et pour r == A 

(iG) F = o. B = — P. . 

En effet , dans l’état naturel de la plaque , la section faite par le plan des x , y était 
renfermée entre deux droites parallèles & l'axe des x , et représentées par les équations 

( 17 ) 7 = — A, y = h. 

Or les deux courbes , dans lesquelles ces deux droites se transforment en vertu des dé- 
placements infiniment petits dos molécules , diffèrent très-peu de ces mêmes droites. Donc, 
ai l'on désigne par a , ^ les angles que forme la normale à l’une de ces courbes avec 
les demi-axes des x y positives, on aura sensiblement, e’cat-à-dirc , en négligeant 
des quantités Infiniment petites , 

(iS) cosa = o, cos^ = t. 
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D’iiilleurs les angles iloiit il s’agit sont éridemment ceux que comprennent les formules 
(4), et qui déterminent la direction de la normale é l’uno des surfaces cylindriques entre 
lesquelles la plaque se trouve déiinitirement renfermée. Donc les formules (4) > qui sub- 
sistent pour tous les points do chacune de ces surfaces , se réduiront sensiblement aux 
é<|uatluus (iG). DuGn , comme une droite primitivement perpendiculaire & l’axe des x , 
et propre à mesurer lu demi -épaisseur de la plaque dans l'état naturel , ctiangora très- 
peu de longueur et du direction , en vertu des déplacements infialmcnl petits des molé- 
cules , il est clair que , dans l’état d’équilibre ou de mouvement , — /t et -f- seront 

h très-peu près les valeurs du r correspondantes aux deux courbes qui remplaceront 
les lignes primitivement représentées par les équations (17)- 

Concevons maintenant que, dans les équations (iS), (i5) et (16), on développe les 
quantités 

F, B, X, Y, I, s, 

cunsidérées comme functious du x ut du r, suivant lus puissances ascendantes du lu 
variable r ; et soient en conséquence 

r * 

(19) /I = j-i O yî ,r /I , j-clc... . 

3 

(20) F' /' F't — V* J Ti'" -f-clc. g n — Z — 1 " cic. ( 

3 3.x> 3 3.5 

(21) A" = A, -j- A, r -j- Al — * y = i O -f- }■ , r K, — ^ elc. , 

U 3 

r* * r* 

(22) 5 = 5 , + ç,r + I, clc. , U = *!o + + »;* k elc. , 

3 3 

, A* , » I* . *î(*; A g , l'\ , Zf, , A, , » Çi , «i ; elc. , désignant 

lies fonclioDH de \a seule varidbic x. Supposons d*ailltMirs constantes la pression P 
et la densité À relative 5 Tétât naturtd de la plaque. Lsi densité ^ , inliniment peu 
didérentc de 5 • pourra cllc>iuéiue être regardée comme consluntc; et les formules 
( 1 5) , qui doivent subsister quel que soit r, donncTcnil 

‘ "ffy. ' "t* > 4* P A\ = O , elc., 

(‘■*4) —T i?, 4* P h^* + ûZ^i~o, 4- ^3 -h 6 i . == O , etc.; 

dx dx do; 


Digilized by Google 



( ) 


tandis que l’on tirera des formules (i5) 
(aS) 


— + F, + p;r._p — 


y </’Ç. 

_ + r. + pA. = p-_ . 


elc. , 


(.,6) _ +/i.+py.=p_. _+^,+pK.=p _, _ + fl,+py.=p_.„,c. 


Mais les formules (iC), qui doivent être vérifiées seulement pour r = — A et pour 
r = k, donneront 

+ — +etc.=o. f, + ^ 4 . etc. = O ; 

a O 

-f- J2s etc. “ — P, P, Bi -jj- 4 ~ O * 

Il est important d'observer que , dans les formules précédentes , 



F.. 

B., V. . 

représentent les valeurs de 

• 


A, 

F. 

B , ê P a 

qui correspondent è une valeur nulle do 

r. Donc 

A.. 

F. 

et F. , B, 


expriment les projections algébriques des pressions ou tensious exercées contre des plans 
perpendiculaires aux axes des x et ^ en un point de la ligne moyenne; et 
expriment les déplaccntcnts de ce point mesurés h partir de sa position primitive paral- 
lèlement aux mêmes axes. Or le second de ces déplacements no sera évidemment autre 
chose que l’ordonnée de la ligne moyenne , en sorte qu’on aura identiquement 

(a8) «.=/(*). 

Quant aux quantités 

t P| * • V| î » F g f B^ f Vg J elc. ( 

elles exprimeront les valeurs de 
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fiA dF dB 

dl dn 

d'A 

d'F 

d'B 

d'K 

ÿr * dr * dr * 

dr ' dr ' 

dr' ’ 

'dr' ' 

dr' ‘ 

dr' 






m 

corrcspondanles è r =s 

0. Enfin 

• 




(29) X.. X, 

, X, , etc... 

: y.. 

. Y,. 

Y,. 

etc... , 


rpprésenlcroDt ce que derieDDcnt pour r r= o , les quantités 


(5o) 



d'X 

dr' ’ 


etc. i 



rf»y 

dr' 


etc. 


D’ailleurs, si X, Y considérées comme fonctions des Tariablcs z , y sont Conti- 
nues par rapport à ces variables, les expressions (ôo) ilillèreront très-pou des fonctions 
qu'indiquent les notations 


( 5 .) 


X. 


dX 


d-X 

(ty* 


etc. i 


r. 


dY 

dj 


d'Y 


etc. 


dans le cas où l’on regarde x , y comme varl;iblcs indépendantes. Donc, pour ob- 
tenir les valeurs très-approché<-s des quantités (s<j) , il sulTira de poser, dans les expres- 
sions ( 3 i), r = o, ou & très-peu près y — o. L’erreur commise alors, étant du 
même ordre que les déplacements |, », devra être considérée comme infiniment petite. 

Il reste b montrer ce que deviennent les formules (aôj, (ï 4 )>(^ 3 ), (ï 6) et (27), dans le 
cas où la quantité /• est très-petite. Or, si l’on néglige dans une première approximation 
tous les termes qui ont pour facteur /i’ , comme on devra le faire eflectivement , si , 
h étant du même ordre que les déplacements { , s , on attribue ou temps t une 
valeur peu considérable , on tirera des formules (27) 

(.)2) . l'\ = o , Bo— — Pi /", = O , B, = O i 


puis des formules ( 2 3} et (s4) 

dA, 


( 53 ) 


<ix 


+ — O , 


J". = o, 


tandis que les formules (xS) et (aC) donneront 

,,,, dA. y d'I, 
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La première dea formules (33) détermine, dans le cas d’équilibre, la valeur du la pres- 
sion ou tension yi,. Quant è la seconde de ces formules, elle exprime qu’une lame 
naturellement droite, et d’une épaisseur conitauto, mais très -petite, ne peut rester en 
équilibre après un chnng;einent de forme presque insensible , è moins que les forces accé- 
lératrices appliquées aux diverses molécules ne soient dirigées è très-peu près dans le sens 
de la longueur de cette lume. O’est ce qu’il était facile do prévoir. Ajoutons que les for- 
mules (35), une fois admises, ontratnont les formules (34) dont la seconde détermine, 
pour des valeurs peu considérables de (, l’ordonnéu % de la ligne moyenne , quand 
la plaque est on mouvement, 

La pression n’est que le premier terme du développement de la pression .4 

suivant les puissances ascondantes.de r. Si l’on veut déterminer , dans le cas d’équi- 
libre, le coeiücient du second terme de co même développomcnt , il faudra re- 

courir è une approximation nouvelle , en supposant que In quantité h , quoique fort 
petite, devienne très-supérieure aux valeurs iiumériques des déplacements f , a , et 
conserver, dans la première des formules (» 4 ), les termes proportionnels au carré de 
A, Si d’ailleurs on continue do négliger les puissances de A d’un degré supérieur 
□U second , les formules (* 7 ) pourront être réduites aux suivantes : 

(55) F. = -~F.; B. = —P-~B,, F, = —'Ç-Fi. B.=—~B,. 

2 3 0 0 


Or on conclura de celles-ci combinées avec In seconde des équations (s3) et avec les 
deux dernières des équations (s 4 ) 

<“) n.=-p+^,y.. 

Par suite, la première des équations (»4) donnera ^ 

j, = o. 

ou , ce qui revient au môme , 

(59) , 


^ l— + T +-rfT) 




Il est bon d’obaerver qnq, la. quantité ,, y,, devant 6(rej|,daas Je pas d’équilibre, Irè^- 
IIL* AsnkB. ' ' 55 
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5 y 

pelilc cl du même ordre que A’, le rapport qu® renferme la formule (3g) , nc 

sera pas néceaaairement Iràa-coDaidérable , comme oo pourrait le croire au premier 
abord; et qu'en conaéquence la fooction A, , déterminée par celle formule, cooaer- 
fera pénéralnment une râleur finie, comparable à celle de A,. Comme d’autre part 
la rariablo r , comprise dans les équations (ig) , (ao) , etc. , est une quantité du même 
ordre que A , tandis que les valeurs de F, , B, fournies par les équations (35) 
sont proportionnelles an carré de A , on conclura des équations (ig) et (ao) , i.* en 
négligeant , dans le développement do A , les puissances de A supérieures A la pre- 
mière , 

(4o) A=^A^-{-A,r. 


ï.* en négligeant, dans les développements de F et do B , les puissances do A 
supérieures h la seconde , 


( 4 «) 


F = F.+ 



r* / r* \ >** 

B=B, + B.- = B.(,--j-P-, 


ou , ce qui revient au même, 


«•) - 1 . 


2 


Ainsi , après avoir déterminé les fonctions A, . A. , i l’aide des deux équations 


( 45 ) 




4- p-X^, — O , 


d'J, 

dx' 





dx j 


O* 


il suffira de recourir aux formules (4o) et (4s), pour obtenir los valeurs approchées des 
pressions A. F. E relatives à l’état d’équilibre. 

Si do l’étal d’équilibre on passe à l’état de mouvement , il faudra , dans les équations 
(4s) cl (43) , remplacer les quantités 


( 44 ) 

par les dilTércnccs 
rf’Ç» 

(45) X. jjr • 


Xt , Xf ; 


X, 


d’5. . 
dr ‘ 


y., y.. 


y 


» f 



r. 


dt* ’ 


Ou trouvera donc alors, en négligeant los termes proportionnels au carré do A 
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(46) 


dÀ, , „ rf»f. 


d'A, . i^Y. 


1 


3 


i^.4 


dX. 


djB 


Mi 


d'n, . I 
dl' 1 


d'n, d'X, \ 

dl' ~*'dxdt')' 


et , en négligeant lei termes proportionnels au cube de h , 


(47) F 



Quant h la valeur approchée do A , elle continuera d’èlre déterminée par l'équation 
(4o) , l’erreur étant du même ordre que h'. > 

Dans le cas particulier où la force accélératrice j est supposée nulle, scs pro- 
jections algébriques X , Y , et par suite les quantités X, , X, ; i'. , Y, , 
s’évanouissent. Donc alors les équations (46) et (4y) se réduisent aux suivantes : 


(48) 

(4ü) 


dA. 


d'U 


dx ** dt' 


1 tdA, 


d'A, 




3 




2 \ dx 




B 


dl' 




Nous ajonterons ici une remarque importante. Si , après avoir divisé la plaque , prise 
dans l'état d’équilibre ou de mouvement, en lames solides , on désigne par l la largeur 
d’une de ces lames, la section faite dans cette lame par un plan perpendiculaire à l’axe 
dos X , et correspondant à l’abscisse æ , supportera une tension ou pression dont 
les projections algébriques sur les axes des x e\ y seront représentées il trés-peu 
prés par les produits 


(5o) 


'S> 


r = l.J' (//, + /4,r)dr = î W./ii , 


et dont le point d’application aura pour ordonnée la valeur de jr délerminée p.ir la 
formule sifeaJ; -aV 
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(Si) 


/ = •>.+ 


/. f ^^rdr 
l- r Adr 

~k 


= >1.4- 


Al di. 

T A. 


Cula posé , lu produit 


(5») 


— >1,)= Y-i./i’i 


ruprésenlcro , au signe prés, lu moment* de la pression ou tension ci-dessus mentionnée 
par rapporté l'axe qui, étant perpendiculaire au plan dus x, y , renferme le point 
de la ligne moyenne correspondant b l'aLscissc x . De plus , ce moment sera du même 
4 

ordre que le produit F,hl , qui représente la projection algébrique du la force sur 

l’axe dus y , c’e>t-é-dirc de l’ordre do /•’; puisque la quantité déterminée 

par l’une des furmulus 





dA, 


ds 


f-Y. 



sera de l’ordre de A*. Quant à la projection de la même force sur l’axe des x , 
elle sera du l’ordre du A seulement; d’où l’on peut conclure que la direction de cette 
force formera un très- petit angle avec l'axe des x. 

Pour appliquer les diverses équations que nous venons d’établir l la détermination 
des changements de forme qu’éprouvent la plaque ou lame proposée , et la ligne moyenne 
de In section faite par le plan des x , y , il est nécessaire de tenir compte des rela- 
tions qui existent entre les tensions ou pressions A, F, E et les déplacements {, 
n. Or ces relations dépendent de la nature de In plaque et de la matière dont elle est 
formée. Si l’on considère en particulier une lame élastique et homogène, dont l’élasticité 
soit la même dans tous les sens , alors , en adoptant les principes énoncés dans l’un des 
précédents articles [pages 177 et 178], et prenant x, y pour variables indépen- 
dantes, un aura, on vertu des formules (67) et (70) de la page 178, 


(55) 


A-. 





B — k 


rfïl 

ày 




* Ce qrs’on appelle le moment d'une Torce par rapport à tin axe n'ert autre choie que le pioütiU de cette (bree 
par la plni courte dîitaocc entre Taxe et la droite luIvaDl laquelle clic agit. 
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la dilatation du volume donnée par 


( *57 ) 

k, K désignant deux qnanliléa constantes, et u 
l’équation 


( 54 ) 




dx dy 


Par suite, si l’on fait, pour plus de commodité. 


(55) k -\-K — ùK , 

et si l’on prend pour variables indépendantes x et r, au lieu de x et on aura 


(56) 


^ ^ _F _22i/fi . £ = ü-i.«£l 

K dx~^ dr ’ K a \rfr dxj’ K dx ’ dr 


Lorsque, dans les formules (5G) , on substitue aux fonctions A , F, E , {, n 
leurs développements ordonnés suivant les puissances ascendantes de la variable r , 
alors , en égalant entre eux les cocITicients des puissances semblables de r , on trouve 


( 5 ?) 


ri. 

K 


F. _ e-i 
A “ a 


B. 

A 

ri. 

K 


F, 0 - 1 

A a 


B. 

A 


puis , en combinant les formules (S 7 ) avec les équations (5a) , on en conclut 

dit9 

1 

(58) 


dx 


0 i rf* iC ) 


, dr., _ I rf-S, 

* dx 0 dx* 


I rfï. 


1 d*n„ 


Les valeurs précédentes de , n, , , e, sont exactes , aux quantités près do l’ordre 

de A*. En substituant ces mêmes valeurs dans les deux premières des formules ( 07 ) , 
en en tire 



Cela posé, les équations (43), qui sont relatives A l’équilibre d’une lame solide, donner 
ront , pour une lame élastique , 
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(Co) 


rf-5. 


dx* 


-|- =r O , 


( 6 .) 


y.+ 


dX, 

dx 


(1 défigaant une conatante positive déterminée par la formule 


(6ï) 



K 

P 


Observons d'eilledrs que , si , après avoir multiplié pour A* les deux membres de l’é- 
quation (6i), on négligeait les termes proportionnels au carré de A , on se trouverait 
immédiatement ramené à la seconde des formules (53). 

On pourrait douter, au premier abord, que les équations (6o), (Ci), dans lesquelles , n, 
désignent de très-petites longueurs, fussent applicables è des cas où la force accélératrice v 
ne serait pas elle-même très-pelitc. Mais, pour dissiper ce doute, il sullil d’observer que la 
quantité K etparsuitelecoellicient a* sont généralement très-considérables. Il en résulte 
d'i, 
dx' 


que la valeur de 


tirée de l'équation (Go), sera peu différente de xéro et du même 


ordre que Ajoutons que l’on pourra encore en dire autant de la valeur de , 

si, comme nous l’avons supposé. Y, est une quantité très-petite du même ordre que 
A*. Quant à la quantité A*, il faudra , comme on l’a dit, qu’elle soit de beaucoup 
supérieure aux valeurs numériques des inconnues ^ . s» , et par conséquent à la va- 
leur numérique de ■— , afin que l’on puissecontinuord’omettre les termes proportionnels 

aux carrés de ces inconnues ou de leurs dérivées , tout en conservant les termes propor- 
tionnels au carré de A. Donc la force ^ devra rester très-petite par rapport au 
produit n'A*. Mais il sullit, pour cela, que, le produit itA ayant une valeur très- 
considérable, y conserve une valeur finie. 


Les équations (6o) et (6i) sont les seules qui subsistent pour tous les points de la 
ligne moyenne dans une lame élastique , homogène, naturellement droite et en équilibre. 
Chacune d'elles détermine séparément l’une des deux inconnues , », qui représen- 
tent, dans l’état d’équilibre, le déplacement d’un point do la ligne moyenne parallèle- 
ineut è l’axe des x , et l'ordonnée de cette ligne. Ajoutons que , ces deux inconnues 
étant ainsi déterminées aux quantités près de l’ordre de A*, les valeurs do X , ( , 
» SC déduiront avec lu même degré d'approximation, i.* do l'équation (4o) réunie aux 
formules (5 q) , des formules (58) combinées avec les formules («a) ou plutôt avec 
les <iiiv.'>ntrs 
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(63) Ç = 5. + Ç,r, > 1 = 11 , + n,r. 


On trouvera de cette manière, en ayant égard & la formule (6a) , 



Quant aux valenra approchées de F et de B, elles seront données par les équa- 
tions (4a) et (69) , ou , ce qui revieut au même par les formules 

(66) 2r = _p + Apr.( 4 *-r*), 

et seront exactes aux quantités près de l’ordre do A’, 

Noos avons ici supposé que l’on commençait par déterminer, k l’aide des équations 
diBTérentielles (60) et (61) les valeurs inconnues ï. , a,. Mais, pour effectuer com- 
plètement cette détermination, il est nécessaire de fixer les valeurs des six constantes 
arbitraires que renferment les intégrales générales de ces équations différentielles. On y 
parviendra sans peine , si les extrémités de la lame élastique sont toutes deux fixes , ou 
l’une fixe et l’autre libre, on assujétissant les inconnues ?. , aux conditions nou- 
velles que nous allons indiquer. 

Concevons que , dans l’état naturel de la lame élastique , les extrémités de la ligne 
moyenne coïncident avec l’origine et avec un point situé sur l’axe des x è la distance 
a de cette origine; en sorte quo ces extrémités correspondent aux abscisses 

œzs:o , = a . 

I t. Cj 

SuppoftODi d'ailleurs la lame terminée dans io sens de sa longueur par dom plana per- 
pendicolalres à la ligne moyenne. Enfin imaginons que les extrémité* du cette lame 
devieonest fixe* , ou piutét que, les extrémités de la ligne moyenne étant fixM, le* point* 
ranfi^ymés dams les deux plan* dont il s’agit soient assu)étis de manièreè a’*a peint 
Alors m eim, |NHir o) = o et pour e = <i, non-seulement '*ïî^-o1> 

- s;3tici(ànr rroD' 

(fiy) --11* -1 jvre .4«3 bo,-'I; • ' - ;!• (66) - -r *,* 10 , ^ ^ 
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mais oncoro ( o , 


( «6o ) 

quel que soit r , et par conséquent 




(«9) 


dno 

dx 




Or les trois conditions qui précèdent , et qui doivent être vérifiées pour deux valeurs 
diil'ércntes de x , fournissent le moyen de déterminer les six constantes arbitraires 
que cumporteot les valeurs générales des inconniics , e, . 

Supposons encore que la lame élastique oflrcune extrémité fixe, par exemple, celle 
qui correspond è ac = o, mais que l’aulro extrémité correspondante à x — a soit 
libre. Alors les conditions (Gy) , (G8) , (Gg) devront être vérifiées pour la valeur zéro de 
X , qui correspond è l'exlréniilé fixe. De plus , si l’on considère un point [x.y) ren- 
fermé dans le plan mené par l’autre extrémité perpendiculairement è la ligne moyenne , 
les projections algébriques de la pression exercée en ce point contre le plan seront sensi- 
blement équivalentes aux quantités A , F données par les équations (G5) et (GG). 
Donc , si ce plan est soumis è la pression extérieure et normale P , les valeurs de A 
et de F, tirées dus équations (65) et (66), devront pour z = a satisfaire , quel 
que soit r , aux deux formules 


(7'*) 

A = - 

P, F = o 

qui entraîneront les trois conditions 

• 

(7>) 


S-i P 

dx 

T'7’ 

(7») 

d*t)9 

n- - 


dx* 


Or, à l’aide de ces conditions réunies aux formules (Gy) , (G8) , (Gg) , on pourra déter- 
miner encore les deux constantes arbitraires que comporte l’intégrale de l’équation (Go) , 
et les quatre constantes arbitraires que comporte l’intégrale de l'équation (6i). 

Si les deux extrémités de la lame élastique derenaient libres , les conditions (yi) et 
(ya) devraient être vérifiées pour x = a aussi bien que pour x = o. Mais, après 
avoir déterminé, è l’aide des conditions relatives à cb = o , les constantes arbitraires 
introduites dans la valeur de par une première intégration , ou dans la valeur 

de r,, par deux intégrations successives, il faudrait renoncer b déterminer les trois 
autres constantes arbitraires; et les conditions relatives b x = a fourniraient seule- 
ment des relations qui devraient exister , dans le cas d’équilibre , entre les forces açcé- 
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léralriccs cl la prcision P. Il éluit facile, nu reste, de prévoir ces résultats, altciulu 
qu’on ne trouble pas l'équilibre d’une lame élastique dont les extrémités sont libres , 
lorsqu’on la déploce très -peu , en faisant tourner celte lame sur clle-mêmo , ou en trans- 
portant l'une de scs extrémités sur une droite parallèle soit b l'axe des x , soit b l’axe 
des y. 

Si lu lame élastique, ajrant ses extrémités libres, se trouvait terminée dans le sens de 
sa longueur pur deux plans perpendiculaires , non plus it la ligne moyenne , mais h deux 
droites comprises dans le plan des x , y , et qui , prolongées en dehors de la lume , 
forincroient avec les demi-axes des æ et ^ positives, la première les angles a', y , 
la seconde, les angles «*, p' ; les valeurs do A , F ai B , tirées des formules ( 65 ) 
et (66), devraient vérifier, pour a! = o elpour x = a, non plus les formules (70), 
mais celles que l’on déduit des équations (4) , quand on y remplace successivement les 
angles u , ? par p' et par «*, On aurait donc alors , pour x = o, 

{70) -Ycosat' -|-Fcos^' = — Pcosu', Feosu' Bcos^' =: — Peatp' , 

et pour x = a , 

( 74 ) /écosu' + PcoiS* = — Pcosa*, Fcosa' + Bcosp' = — Pcosp'. 

D’ailleurs, la quantité F, qui est du même ordre que h', pouvant être négligée 
vis-à-vis de A , la première des formules (yS) ou (y 4 ) se réduirait encore à 


A = —P. 


et entraînerait 1,* la condition (71), a.* la première Jes conditions (ya)- Mais la seconde 
des conditions (yj) se trouverait remplacée par celle que l’on déduit de la seconde d ;s 
formules (yô) ou (y4). combinée avec les formules (66), c’est-à-dire, par l’une des deux 
suivantes ; 


( 75 ) 


n’ 


dx^ 


= X, + Y. 


cos 5' 
cos a' 


SS»-: 


(76) 


dx^ 


: A , + J'i 


cosfi* 

COSat' 


Il «crait encore fucilo de voir ce qui arriverait , si l'un des plans qui terinineot la lame 
(Mastique supportait une pression di(T<^rente de F, Ainsi, par exemple » coocevons que 
le plan correspondant 5 æ = o reste perpendiculaire à la li|;nc moyenne, et supporte 
en chaque point une pression uormalo désignée par Ç. Alors il faudra substituer $ 
Ill.*An:iy^e, 34 
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£i /*, Jan» la première de» fiirmules {70), et en consèciucncc la lerimile (71) devra 
èire remplacée par la iuivanlc : 



Il o»l eisenliel de remarquer quVn vertu de» formules (Sg) cl (6a) la première des 
xpressions (5o) et l’expression (5a) deviennent respeclivement 


(:8) 


(7U) 

a 

-ypa*. 


d’ria 

dx* 


hU. 


Uonc les produits (78) et (7g) représentent , dans une lame élastique dont la largeur est 
l , I.* la projection algébrique sur l’axe des æ do la pression ou tension supportée 

par un plan perpendiculaire h cet axe . a.* le moment de celte pression ou tension par 
rapport i> une droite qui , étant perpendiculaire au plan des x , y , renfermerait le 
point de la ligne moyenne correspondant è l’abscisse x. D'ailleurs, si l’on nomme 
I le rayon de courbure de cette ligne, on aura 





et l'on en conclura , en négligeant ks inlïnimcnt petits du second ordre , 


(80) 



Donc 1 expresMOD (7g) 


r 


( 8 .) 






Par con$égucut lu moment ci-dessus mcntlonoé sera en raison directe de la largeur de la 
lame élastique, du cube de son épaisseur, et de la courbure — de la ligne moyenne. 

V 

Ainsi SC trouve vérifiée rhypothèso admise par Jacques Brruotilli d.m» la solution que 
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cc géomètre a donnée du problème de la lame élastique. Mais on do'it ajouter qu'il ne 
tenait aucun compte do la seconde des expressions (5o), c'est-è-dirc de la tension di- 
rigée dans un sens perpendiculaire è la longueur do la lame élastique. Or cette tension , 
qui, è la vérité, est fort petite par rapport è celle qui se trouve dirigée suivant la lon- 
gueur de la lame [voyex la pago sâO], rcslo néanmoins comparable au moment dont 
nous avons parlé; et cette circonstance, qui a une influence marquée sur les valeurs des 
coefllcicnts que renferment les équations déduites de la théorie do Jacques Bernoulli, 
oblige , dans plusieurs cas , à modiOcr la forme même do ces équations. 

Concevons à présent que la lame élastique vienne è se mouvoir. Alors , dans les équa- 
tions (6o) et (6i), on devra remplacer les quantités (44) par les dilTérences (45). Par 
suite les valeurs générales de et do n, devront satisfaire aux équations 


(8a) 


n* 


</■?, . y </>5, 

rfj:* rit' 


(83) 


fl* 


l/tllo , 3 rf’Ho 

rfjr* T' rit' 


I 


a 


d'n. ■ '/’?■ 

rit' rixrit' 




ri J, 
rix 


dont la dernière , combinée avec les formules (58) , donnera 


™ '■‘T-S-t 

Si l'on fait d’ailleurs , pour abréger , 
(83) 


= r+!^[r. + , 


riA, 

rix 


a> — = B’ , 
3 


A* / I \ d’e. 

(86) "‘-Ti'-Iô) — 

et , si dans les produits 

h' ri>>A. / > \ <^'a. 

^ T" rix* ’ 3 \ aéj rix' ' 

« 

on néglige les termes de l’ordre de A’, on tirera do la formule (84) 
et de la formule (86) 
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M 



Les (^(jualions (8 î), (87) el (88) permellcnt de déterminer à une époque'qiiciconque , 
pendant le mouvement de la lame élastique , les valeurs des inconnues , n, dont la 
s4‘coudo représente l’ordonnée de lu ligne moyenne, .\joiilons que cette ordonnée, étant 
Irf-s-peu dilTércnte de la fonction y, en vertu de la formulü (88) , pourra être substi- 
tuée 5 y sans erreur sensible; en sorte qu’on aura encore & très peu près 




e’ 


//4i! 


dx* 


+ ■ 


rf/* 






Outre les équations (8a) et (89), qui subsistent, pendant le mouvement de la lame 
élastique, pour tous les ]ioints de la ligne muyeniie, il en est d’autres qui sont relatives 
aux extrémités de celle ligne. Supposons que ces extrémités correspondent toujours aux 
abscisses æ = o , x a , et que la lame soit terminée , dans le sens de sa longueur , 
par deux plans |>erpcndiculaires il la ligne moyenne. Alors, si cotte lame a ses deux ex- 
trémités libres , les inconnues , a, devront vérifier, pour x = o et pour x = n, 
la condition (71) et la première des conditions (73). Quant ù la seconde des conditions 
(C<j) . elle devra être remplacée par la suivante : 


(y‘>) 




lie laquelle on tirer.a , en la combinant avec les formules ( 58 ) , (89) , et négligeant les 
trriurs qui auront pour facteur A* ou 


(90 


du 




= A' , -j- 


d\\ 


dx 


Si, au contraire, une des extrémités de la lame élastique, par exemple, l'cxtréniilé qui 
coïncide .avec l'origine, devient fixe, les inconnues î, , s. vérifieront, pour x = o, 
les conditions (C7) , ( 08 ) ol (69). Enfin, si les dcu.x extrémités deviennent Cxes, ces 
mêmes condilious devront être remplies non -seulement pour x = o, mais encore 
pour x = n. .Ajoutons que, dans le ca9*oü , les extrémités étant libres, les plans qui 
terminent la lame cessent d'être perpendiculaires I» l.i ligue moyenne, on doit 5 la con- 
dition (91) substituer celle que l’on déduit de la formule (70) ou (7G) quond on y rem- 
place A', par 




A . 4 - 


dY, 

dx 
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cl y, par In dlffiTcncc 


(03) 

1/ _ 

^■+Ÿ 

rf’î» _ 

- 1' j_ JL 

dX, 

4- — 

■ dt’ 

dxtU ’ 

' ■+ 0 

dx 

^ ô 

On s 

donc alors , pour 

œ = 0 , 





(94) 

n* 

, — Y O- 


'y -4--L 

dM» 

\ C04[j' 



dx ^ ' 


dxdt‘ 

j Cüia' 

et , pour x = a , 






(g5) 

£1* 

, — X -1- 


y -^-i 

d’!„ ' 

\ co*y 



dx ’ ( 


dxdt* ^ 

1 CO? a* 


Les diverses condilions que nous venons d’indiquer fournissent le iDoycn de délcr- 
miner les fonctions arbitraires que renferment les valeurs générales des inconnues . 
a. déduites des équations (82) et (89). Ces inconnues étant ainsi calculées , aux quan- 
tités prés do l’ordre de h’, les valeurs de A, , A, , % , n cl A se déduiront, 
avec le même degré d’approximation, des formules (éq) , ((> 4 ) • Quant aux valeurs 
approchées de F cl de ^ , elles seront données , non plus par les équations (f>6) , 
mais par celles qu’on en tire, en substituant aux quantités ■ L, , les expressions 
(92) , (gô). Par conséquent on trouvera , en négligeant seulement les quantités de l'ordre 
de h\ 

(9O F=-f[x,+—.a’—'^ (A-.r-). B=-P+-e (r.+- — +-^— ](A‘-r>). 

Lorsque la force r est constante et constamment porallélo & elle-même, scs projec- 
tions algébriques X , 1 se réduisent h des quantités constantes, et l’on a 


-Y. = A', X.- 


■ O ; 


y,— y, y,z=o, y, = o. 


Par suite, les équations (Co) , (Ci) qui sont relatives à l’état d’équilibre de la lame élas- 
tique , deviennent 

d'L 


(97) 


(98) 


dx* 


dx^ 


+ A =3 o , 

~y . 


et les équations (82) , {89) , qui sont relatives à l’état de mouvement , donnent 
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(90) 

u’Jlk.. 

tix* 

^X= , 

^ rft» ’ 

(100) 


, rf’lo _ V 

ftx^ 



Alors aussi les conditions (7a), (75), (76), (91) se réduisent h 

</x> 

et les conditions (94} > (9S] aux deux suivantes : 


(101) 


rix* 


rf’e. 1 


cm y 

rfiP* 0 

dxdt' 

cosa’ ’ 

rf**îa 1 

d'U 

cos^* 

rfx* Û 

ttxdt* 

cos a* 


Quant aux valeurs do >] , A, elles seront toujours déterminées par les formules 
(C> 4 ). (Câ). Mais h$ râleurs de F, E, déterminées par les formules (96), deviendront 


(. 04 ) f = 21 = _P+^pn.-g^(A.-r.). 


Dans le cas particulier où la force accélératrice f s’évanouit , les équations (99) et 
(■00) deviennent 


(lOÔ) 


a» 


rfx* 


dt' ’ 


(106) 


0* 


d^n„ . rf’flo 
rfx* dt* 


Au reste, pour établir en même temps l’équation (loG) et les formules (>oi), il siiflirait 
de recourir au principe adopté par Jacques Bcrnoaifli , et ci-dessus rappelé, ainsi que 
nous l’avons fait dans notre prciiiier Mémoire sur l’application du calcul des résidus aux 
questions de physique mathématique [pages 4â et 46]> 

Si l’on considère un corps élastique comme un système de molécules qui ag'sscnt l’une 
sur l’autre à de très-petites distances, alors , en supposant que l'élasticité reste la même 
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iljns Ions les sons, et que les pressions siipporlécs pnr la surface libre du corps dans IVlot 
naturel se réduisent à léro, on obtiendra, entre les constantes désignées par A et par K 
dans la formule (55) , la relation 

(107) A = sK. 

On aura donc par suite 

(108) 0 = 3; 
cl, en faisant pour abréger 

('°9) 

on tirera de la formule (Ca) 

(110) 

Dans la même hypothèse, la formule (71) deriendra 




I/ÏTÏ 

jl = j 2 . „ ■ 


(ni) 



1 . ^ 

3 ç 


tandis que les formules (loa), (io3) donneront 


(ns) 


1 


cos 9' 

” T 

dxdf 

COS a' * 

(iiô) 


, 

rf’ï. 

cosp* 


“ T 

djcftt* 

COSa' 


Il resterait Ii intégrer les diverses formules auxquelles nous sommes parvenus. Or cette 
intégration ne présente aucune dilliculté, lorsqu’on a recours aux méthodes exposées 
dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus aux questions de physique ma- 
thématique. C'est, nu reste, ce que nous montrerons plus en détail dans un autre article, 
nous bornant pour le moment aux observations suivantes. 

Si la lame élastique, étant terminée par deux plans perpendiculaires è la ligne moyenne , 
a ses deux extrémités fixes et une vitesse initiale nulle en chaque point, la valeur de 
déterminée b l’aide des formules (io5) et (67) (sera semblable è l’ordonnée d’une corde 
un peu écartée de la position d’équilibre , c’est-à-dire à la valeur de i déduite dt» 
formules (94) et (qS) du Mémoire déjà cité. Donc, ou remplaçant, dans la formule (101) 
de ce Mémoire, i par 5, , ef h par n', on trouvera 
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1 nirilf 

^ OC05 

a a 




|c signe S s'étendant à toutes les valeurs entières positives ou négatives de n , et 
la fonction f{x) désignant la valeur initiale de Dans lo mémo cas , la valeur 

de , déterminée è l'uidc des formules (loG) , (68) et (69] , sera ce que devient la 
valeur de s donnée par la formule (246) du Mémoire, quand on remplace la cons- 
tante k par U. On aura donc 

(ll5) Jlo=3 


— Scoser’l 


(1 *''co.«<rr)(a'''-c05r*-sinrj)-f*'’sin«r(«”"'''-cosr*+sinrx) 

(fl"'*- )cüsar -(«■"■ + /"**■) sin ar 




r désignant une variable nouvelle, f[x) la valeur initiale do a,, et le signe S 
s’étendant h toutes les racines réelles positives de l’équation 


(.. 6 ) 


(<“’■ $~")cotar = a . 


Si la laine élastique ayant ses deux extrémités libres, la pression P s’évanouit, la 
valeur de , déterminée il l’aide de l’équation (io5) et de la formule (71) ou plutôt 
de la suivante 


(>'7) 



sera ce que devient la valeur de z donnée par l’équation (5oo) du Mémoire quand on 
réduit les coordonnées x , y , z il une seule, et que l'on remplace A par a. On 
aura donc alors 


(.18) 


f.= 


I g, nîrft/ rxTTX n* nwa 

— OC0« C05 ■ / COS — 

A a « «y • a 




lo signe S s'étendant h toutes les valeurs entières positives ou négatives do n. Eufiu 
si l'une des extrémités do la lame élastique est fixe et l’autre libre , la valeur de a, , 
déterminée à l’aide de l’équation (106) , des conditions (68) , (69) qui devront être rem- 
plies pour x = o , et des conditions (loi) qui devront être remplies pour xx=a , 
sera ce que devient la valeur de u donnée par la formule (séo) du Mémoire, quand 
on substitue è la constante k la constante n. On aura donc 


(>' 9 ) 


4 c (i+»^'^co«flr)(e"-cosrx-sinrx)+r-‘''^sin<irr«-'"'-cosrx+5iur*) /’• ,, ,, 

Scossr’t-i T I 

a )cosflr-(e"'^+«-"')5mar J, 
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lo signe 


( *69 ) 

S l’élcnHant ii touirs les racines de l'équation 


(lie) 


(«"'■ + «•■"■)cosar-f- 1 = 0. 


Lorsque la longueur a de la laine élastique devient infinie, les équations (ii 4 )f 
(118) se réduisent l’une et l’autre é 

(m) -i.— 

a 

Par suite, si la valeur initiale /*(x) de l'inconnue $0 est supposée sensiblement nulle 
dans tous les points distincts de l’origine des coordonnées, la valeur de la même incon- 
nue au bout du temps t sera encore nulle b très-peu près pour tous les points dont les 
abscisses ne vérifieront pas une des deux formules 

*s= — sxt , x = ai. 


Il est aisé d’en conclure que le son se propagera dans la lame élastique proposée avec 
la vitesse 



D’ailleurs, si l’on déduit des formules (70) de la page ï 35 la vitesse du son dans un 
corps solide élastique qui ne soit sollicité par aucune force motrice, on trouvera cette 
dernière vitesse égale b \/Tii . Donc les deux vitesses dont il s’agit sont entre elles 
dans le rapport de b ou, ce qui revient au mémo, dans le rapport de 

2^/T b 3 . D’autre part, si l’on nomme T le temps d’une vibration longitudinale 
de la lame élastique , T sera évidemment la plus petite des valeurs positives de 1 
pour lesquelles l'inconnue , déterminée par la formule (1 14) ou (1 18) , reprend sa 
valeur initiale, c’est-b-diro , la plus petite de celles qui vérifient, quel que soit n , la 
condition 

n-nilt 

COS = I . 

a 


En d’autres termes, T sera la plus petite racine positive de l’équation 

7t(U 

cos = I ; 

a 

et L'on aura en conséquence 

III*. Aiixba. 35 
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(us) 



Donc , »i l’on désigne par !V lo rapgorl ou lo nombre des Tlbralions longitudi- 

nales exécutées pendant l'unilé do temps par la lame élastique, on Irourera 


(1x3) 

Ce résultat était déjb connu. 



Quant b la durée des vibratibns transversales correspondantes au son le plus grave que 
la lame élastique puisse rendre, elle sera évidemment la plus petite des valeurs do t , 
pour lesquelles l’ordonnée », reprend sa valeur initiale, quand on réduit le second 
membre de la formule (liS) ou (119) b un seul terme, savoir b celui qui-renferme la 
plu» petite racine positive de l’équation (iiC) ou (lao). Cette durée sera donc déter- 
minée par la formule 

, er*/ = sir, 


do laquelle on tire, en ayant égard b l’équation (8ô) , 


( 1 * 4 ) 


fi. 


1 er’ nAr* «*r’ A 

t air air^r ir^S a 

D'ailleurs , si l’on fait pour abréger 

4a<r* = a, 

les équations (1 16) , (>so) , que l’on peut écrire comme il suit : 


I I «'•(> 

Tv 




+ * 


+ « 






1 ) «r(i — v^-i) — «r(l — ✓— 0\ 


— -'+e + ' ■' + * 

deviendront simplement 


S.e.y.S ~ 5.6.7.8.9.10.11.1a 


. etc. = O , 


i.a.3.4 ^ 1. a. 3. 4. 5. 6. 7. 8 


- etc. = O , 
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et les plus petites Taleurt positives de s propres k les vérifier seront 

s =: 5.6. 7.8 X «.1918186... = aooa,s55... , 

s= a. 9. 3.4 X 1,0301968... =49.44944 

Or, un substituant l'une après l'autre les valeurs précédentes de s dans l'équation 
(ia4) présentée sous la forme 



on trouvera en premier lieu ^ 

(is5) -|- = (9,055838....) — yV . 

• 0 

ut en second lieu 

(196) = (o,3s3q798...) — ;V . 

C 0 

Ces deux dernières formules déterminent le nombre des vibrations transversales cor- 
respondantes au son le plus grave et exécutées , pendant l'unité de temps , par lu lame 
élastique, 1.* dans le cas où les deux extrémités sont fixes , 9.* dans le cas où l'une des 
extrémités est fixe, et l'autre libre. 

Si l'on voulait déterminer le nombre des vibrations exécutées par la lame pendant 
l'unité do temps, et correspondantes non au son le plus grave, mois Jt ceux qui l'avoi- 
sinent, il faudrait substituer, dans la formule (194), celles des racines positives de l'é- 
quation (116) ou (i9o) qui suivent immédiatement la plus petite. Or on déterminera 
sans peine des valeurs fort approchées de ces racinesi en observant que, pour des valeurs 
un peu considérables de r , l'équation (i 16) ou (190) donne à très-peu près 

{197) cosar = 0 , 

Donc les racines positives de l'équation (1 16) ou (i9o), abstraction faite dos plus petites , 
se réduiront sensiblement aux racines positives de 'l’équation (197), c’est-è diro', aux 
valeurs de r déterminées par la forraulo 

or = (xn-l-i) — , 

9 

dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque. Si , pour plus d'exactitude , on 
suppose, dans l'équation (116) ou (190), 

(i»6) or= (9«-|- t) — + 

9 
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alors, en négligeant le carré de t , on conclura de l'équation (116) 


(isg) i=(-i)"+' 


(in+l)- -(»n+l) — 

- ■+« 




■\l— e • + —/ 


et de l'équation (iso) 
(i3o) ; = (— i)"- 


(ïB+l)— -{M + i) — 

« '+* 


-=(— l)'2e •\l— e +•••/• 


On tirera d’ailleurs des formules (is^) et (is8) 


(i5.) 


I (SB+l)*ir I , »<’ ' 

t 8^S~ (* (an+i)* a 


Si maintenant on pose successivement n = i, n=:s, n = 3, etc dans les 

formules (1 sg) , (1 5o) ^ct (i3i), on trouvera 1.’, en admettant que la lame ait ses deux 
extrémités fixes. 


-L = (s.o56i...)— 

/ • ' 'a 


sA I 3A 

i (5,66700...) — tV , — = (u,iog57...) — JV, etc...; 

a t ft 


s.* en admettant que les deux extrémités soient l'une fixe et l'autro libre 

(ï,oa4....) — IV , -^ = {5;669s 4...) — AT, (u,iog45...)^ IV, etc.... 

Le premier des nombres compris dans les équations précédentes, savoir a,o56i 

diffère très-peu du nombre a,o55838..... que renferme l’équation (isâ); d’où il suit 
que la formule (i5i) fournit sans erreur sensible même le nombre des vibrations corres- 
pondantes au son le plus grave daqs une lame dont les extrémités sont libres. Ajoutons 
que , dans le cas où n devient supérieur it a, on peut remplacer t par zéro dans 
la formule (tôt) , et réduire cette formule il 

(i3a) 

' ’ t 81/S a 

ilj'ill -lU 

Quant au nombre des vibrations transversales que la lame exécuterait , si ses deux 
extrémités devenaient libres , il est aisé de voir qu’il sera encore déterminé par les formules 
(116) et (>a4). En effet , dans ce deHiier cas , l’équation (106) doit être intégrée de ma- 
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iiivi-e que les coiiditiooa (loi) soiciil vérifiées non-seulenaont pour x = o, mais en- 
core pour x = a. D’ailleurs, si l’on fait pour plus de commodité 


dx* 


OD tirera de re<]ualion (106) différcociée doux fois do suite par rapport à x 

d^H , d^H 


e*- 


dx^ 




tandisque les conditions (loi) se réduiront à 


H = o. 



J)eplus, f(æ) étant la valeur initiale de n, , f*(o:) sera la valeur initiale de H. 

Cela posé, il est clair que, pour obtenir la valeur do l’inconnue 11 , dans le cas où 
les doux extrémités do la lamo élastique sont libres , et les vitesses initiales nulles , il suf- 
fit de remplacer f(,a) par f'(fs) dans le second membre de l’équation (ii 5 ). On 
obtiendra ensuite la valeur de a. par le moyen de la formule 

f(x)= 

et l’on conclura de cette dernière que le nombre des vibrations transversales exécutées 
pendant l’unité de temps par la lame élastique est une des valeurs de ~ déterminées 
par les formules (116) et (ii4)- 

Par des raisonnements semblables b ceux dont nous venons de faire usage , on pourrait 
encore déduire de la formule (i i4) la valeur de relative au cas où la lame a ses 

deux extrémités libres, et l’on trouverait toujours le nombre IV des vibrations lon- 

Q 

gitudinales égal au rapport — . 

11 importe d’observer que le nombre JŸ des vibrations longitudinales est , en vertu de 
la formule (is 3 ), indépendant de l’épaisseur a A do la lame élastique, tandis que le 

uombredes vibrationstransversales, ou la valcurde déterminée^iar l’équation (ia4)> 

est proportionnel b cette époisscur. Donc, lorsque l’épaisseur est très -petite, les vibra 
tions transversales s’exécutent beaucoup plus lentement que les autres, en sorte qu’au 
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bout d'un temps peu considérable et comparable à la durée d'une libration longitudi- 
nale , l'ordonnée a. de la ligne moyenne did^re très-peu do l'ordonnée initiale f(x). 
On ne doit donc pas être surpris de voir les équations (i | 5 ) et (119) se réduire h 


J!„ := f{»), 


lorsqu'on néglige le carré do A 
quence 


ou do 0 


nA 

W’ 


cos0r*t = I . 


et que l’on suppose en consé- 


Au reste il était facile de prévoir ces divers résultats b l’inspection des équations dilTé- 
renticllcs (8a) et (89). Eflectivetnent l’équation (8a) qui détermine généralement les vi- 
brations longitudinales d'une lame élastique, est indépendante de l’épaisseur aA de 
cette lame, tandis quo l'équation (89) , qui détermine les vibrations transversales, ren- 
ferme dans son second membre le carré de A , et dans son premier membre le carré 
do la constante «s proportionnelle k A. Si l’on néglige A* et par tuile , 
l’équation (89) se réduira simplement à la seconde des formules ( 34 ), Il y a plus, on 
pourra dans les formules ( 54 ) remplacer Y, par zéro. En eifet , pour que les dépla- 
cements des molécules retient très-petits, comme on le suppose, pendant toute la durée 
du mouvement, il est nécessaire que la lame élastique s’écarte très-peu d’une position 
d’équilibre , cl qu’en conséquence V, toit une quantité très-petite du même ordre que 
A’. Donc, en négligeant A*, on devra négliger aussi f , et réduire la seconde 
des formules ( 34 ) à 


Si d’ailleurs on suppose nulle la vitesse initiale d’un point quelconque de la ligne moyenne, 
et par conséquent la valeur de correspondante è t = o, alors , en désignant 

par f(op) la valeur initiale de n, , on tirera de l’équation précédenlo 

r. = f(*). 

Si l’on supposait la valeur initiale de dilTérenle de zéro, en la désignant par F(x), 

et négligeant le carré de A , on trouverait 

r„ = f (®) + lF(x) . 


^ = F(x). 
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Ces dernières formules , qui ne doivent être employées que pour des valeurs peu consi- 
dérables de ( , expriment que, dans le cas oii l’épaisseur de la lame est très-petite, 
la vitesse d’un point de la ligne moyenne , dans un sens perpendiculaire h cotte ligne, 
demeure sensiblement constante pendant la durée d’une vibration longitudinale. Cela 
tient à ce que, dans l’hypothèse admise, les vibrations transversales s’exécuteront, 
comme on l’a déjà dit, beaucoup plus lentement que les autres. Mais, si le temps croit 
et devient comparable à la durée d’une vibration transversale, il ne sera plus permis de 
négliger le carré de la quantité h et du la constante qui , dans les intégrales gé- 
nérales des équations (8g) et (loC) , se trouvera multipliée sous les signes sinus ou co- 
sinus par la variable t. 

On pourrait imaginer diverses hypothèses en vertu desquelles les conditions rclative.s ‘ 
aux extrémités de la lame seraient représentées non plus par les formules (67] , (G8) , 
(6g) ou (71), (7*), (75), etc., mais par des formules nouvelles. Ainsi, par exemple, 
si les extrémités do la ligne moyenne, en devenant fixes, prenaient des positions dis- 
tinctes de celles qu’elles occupaient dans l’état naturel , les valeurs do , r>, corres- 
pondantes à CCS extrémités, se réduiraient non pas h zéro, mais à des quantités cons- 
tantes. On pourrait supposer encore que les extrémités de la ligne moyenne sont assu- 
jéties à rester sur des courbes données, ou que les plans qui terminent la lame suppor- 
tent des pressions ou tensions dirigées d’une manière quelconque et données en chaque 
point, etc... Dans ces différents cas, la recherche des formules qui devront être substi- 
tuées à celles que noos avons obtenues , sc déduira sans peine des principes que nous 
avons exposés. 

Enfin il est clair qu’on tirera aisément des formules (i i4) , (1 15) , etc. , les valeurs de 
X pour lesquelles les inconnues , n, s’évanouiront, quel que soit ( , et par con- 
séquent le nombre ainsi que la position des points qui resteront immobiles pendant les 
vibrations longitudinales ou transversales do la lame élastique. 

Supposons maintenant que l’on considère non plus une lame élastique, mais une 
lame solide onlièremcnt dénuée d’élasticité. Alors, en adoptant les principes énoncés 
dans l’un des précédents articles [pages i85 et 18C], et faisant pour abréger 

• . -k + K^oR. = e« = n.A:. 

on reconnaîtra que les furmtdcs (81) et (8g) doivent être remplacées par celles que l'on 
en déduit , quand on substitue dans les premiers membres aux inconnues . , , leurs 
dérivées relatives à f , savoir , 

•tu d„. 

dt ’ dt, ' 
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Donc , si l'on pose 
(.28) 


îk 

dt 


‘0 * 
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rfn. 

dt 


= v, , 


les inconnues u„ , v. , qui représenteront au bout du temps ( les projections algé- 
briques de la vitesse d'un point situé sur la ligne moyenne, devront satisfaire, quel que 
soit X , aux équations 


O* 


rf’u, , V _ 

-jp--r ‘ — -jp- 


e” 


rftr. 


rfCo 

IT 




dX, \ 
dx } 


Dans le même cas , si la force accélératrice 7 s'évanouit , on aura simplement 

rf’M, rfu. 

fl* r= . 

dx ’ dt 


.S’ 


rfte» 

dx* 



O . 


il sera également facile de trouver les conditions qui devront être remplies aux deux ex- 
trémités de la lame solide, et l'on pourra ensuite déterminer les valeurs des inconnues 
il l'aide des méthodes développées dans le Mémoire déjà cité. 

Parmi les formules oblcnuca dans ce paragraphe , celles qui sont relatives à l’équilibre 
ou an mouvement d’une lame élastique sollicitée par une force accélératrice constante 
et constamment parallèle à cHe-mêmo coïncident avec des formules déjà connues, et par- 
ticulièrement avec celles que renferme le Mémoire d'Euler, intitulé : Investigatio motuum 
quibut iamina elvirgœ ehstictf ctmtremùcunt [voy. les Aeta AcatUtnice petntpolitana 
(tour l’année 1779]. Elles doivent donc s’accorderaussi avec celles que renferme le Mémoire 
présenté par M. Poisson à l’Académie des Sciences, le 14 avril dernier*. EneOet, après avoir 
annoncé, dans les Annales de chimie, qu’il déduitdc la considération des forces moléculaires 
les équations relatives soit à tous les points, soit aux extrémités des cordes et des berges, 
des membranes et des plaques élastiques , M. Poisson ajoute : Parmi ctt iquatiom , celles 
qui répondent au contour d'une plaque élastique pliée d’une manière quelconque , et 


• Ce bc»M StSmoite, tlans Icquet M. Poiüon a déduit le premier de la conaideralioD dea Toreca molécnlairca 
leaéquationireUlirci S l'équilibre ua au moufcmeni dei cordei, dea rerges, dea membranea et dea plaqnea élaa- 
tiquer, a'imprime eu re niouient, et doit paraitA dana le lume VIII dea Mémoirea de l’Académie dea Scieucea. 


Digitized by Google 



( *77 ) 

ccUci qui appartiennent à tous les points d'une plaque OU d'une membrane qui est restée. 
plane n’avalent pas encore été données; les autres coïncident avec les équations trouvées 
par différents moyens. Il pnrait d'ailleur» par ce pnsjagc ipic M. Poisson s’csl occupé 
seulement des lames cl des plaques élastiques d’une épaisseur constante qui , étant natu- 
rellement planes, ne cessent de l’élrc qu’autant ipi’cllcs sont pliées cl courbées par 
l'action d’une cause extérieure. Lorsqu’une lame ou plaque est dénuée d’élasticité, ou 
naturellement courbe, nu d’une t^paisseur variable , on parvient à des équations d’équi- 
libre ou de mouvement qui sont très- distinctes des équations déjli connues, et ne sont 
pas indiquées dans le passage cité. C’est ce que montrent les calculs ci-desaus efl'ectués , 
et ceux que nous développerons ci-après ou dans de nouvc.aux articles. 


§ 3. Equations d'équilibre ou de mouvement d'une lame naturellement droite, mais 

d'une épaisseur variable. 


Dans le paragraphe précédent, nous avons regardé comme constante l'épaisseur 9 b 
de la lame solide. Supposons maintenant que cette épaisseur soit variable; mais admet- 
tons, pour plus de simplicité, qu’étant toujours très-petite, elle se trouve primitivement 
divisée en deux parties égales par l’axe des x, h deviendra une fonction de x, et 
la section faite dans la lame solide par le plan des x , y sera renfermée dans l'étal 
naturel entre deux courbes représentées par les équations ( 17 ). D’ailleurs, si l’on sup- 
pose y fonction de x, les angles a, formés par la normale è la courbe dont 
X et 7 ' sont les coordonnées avec les demi-axes des x et 7 ' positives , se trouveront 
déterminés par l’équation 


cosïdx cos^dy = 0 , 


(iy 

COâa -f- CO«Ô — = O . 
as 


Donc , si cette courbe sc confond avec Tuoc de celles que représentent les équation» (i/)« 
on aura 


(i33) 


cos a 4- cos? — = O , 
ds 




COSa - 


U h 

■ cosp = O . 
‘ dx 


De plus, si l’on continue de regarder comme iofioiment petits les déplacements dus mo- 
lécules, et si l’on détermine toujours la variable r par l’équation (5) , les lormules 
(i 53 ) subsisteront encore sans erreur sensible , après les déplacements dont il s’agit , l.a 
première pour r c= — k, la seconde pour rz=h. Par conséquent on tirera des 
formules ( 4 ) ■.'‘pour r = — h 

IIL* ARXÈE. ■'’C 
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(i34) 




2.* pour r = A 


(•35) 




+ Bz=-P, 


r, rfA 

F- B: 

dt 


P. 


Eofin, si l'on développe les quantités A , F, B , X , K, E , >g suivant les puissance» 
ascendantes de r , à l’aido des équations (19), (20), (ai), (22), on trouvera, au lieu 
des formules (27) , 


(.56) 


k' dh . A’ 

F,+F, — +..+(yd,+..)A— =0, Ft+Ft — +., 
a dx O 

BAB.^*..+{F.-k..)h^=-P. B.*B,^ 


t ^ A* \i dh 
/„ ,, A* \ 1 dh 


P dh 

’T 57* 

= 0; 


puis on en conclura , en négligeant dans une première approximation les termes du 

même ordre que la fonction A et sa dérivée , 

’ da 

(.57) f-’, = o, B.=-Pi F,=—{A,JfP]j^, B, = o. 


Cela posé , la première des formules (33) et la première des formules (34) devront être 
remplacées par les suivantes : 


(.38) 

dx 



dA^ 

_ 1 dh „ 

(.39) 

dx 



Quant à la seconde des équations (35), elle continuera d’étre fournie, ainsi que la se- 
conde des équations (34) , par la première approximation. Mai» elle acquerra de nouveaux 
terme», et offrira le moyen do déterminer la valeur de A, , si l’on a recours à une 
approximation nouvelle. Concevons en effet, que, dans les formules (.56), on conserve 
le» termes proportionnel» au carré de A. On tirera do ces formules 
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F. = ——F, — A,h‘"' 

a 


(tas * 


a ax 


, t ,. I ». . ^ ^ àh A*_ 1 . , dh 

040) ( + 


dx ’ 




dt 


dx' 


pois on conclura de celles-ci combinées avec la première et la seconde des équations (a3), 
la seconde et la troisième des équations (s4)> ot l'équation (i38) 

(.40 j s. = _P+^,(r,+jr.|g)-K^.-Hr)g 


A d'h 


a dx' 


rfx.\ 

d'jf, 

dx J 

dx* 


Par suite la première des équations (s4) donnera 


dh 

dx 


• O , 


ou » CO qui revient au mémo , 
d'dit 3 


(i43) 


dx' 


^ d'h , . ^3 ^ , II, , dX. , 5 ^ dh\ 

+ ^* + T 


De plus, comme la variable r , comprise dans les équations (ig) , (ao) , etc... , est 
une quantité du même ordre que h , on conclura de ces équations , combinées avec 
les formules (i4o) , i." en négligeant, dans le développement de A , les puissances 
de h supérieures è la première , 

(4o) A = A, A, T', 

a.* en négligeant, dans les développements de /* et de i? , les puissances de h 
supérieures à la seconde. 
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f = f. + f,r+P.^ = f.(,_^)_^(P + W. + J,r,g. 

(,«) j « = p. + «4=i,.(,-f)-pr_f,ç" 

Enfin, si l’on substitue dans les équations (>44) les valeurs de et B„ tirées des 
formules (i 4 i)> nn trouvera 


(i45) 




1 dh 

A.+ P 

1 d’h\ 

h dx 

P 

h dx'l 


Les équations (>41^) • (<4^) relatives h une lame solide en équilibre. Si de l'état d'é- 
quilibro on passe il l'état de mouvement , il faudra dans ces équations remplacer les quan- 
tités (44) par les quantités (45). On trouvera donc alors , en néjiligeaut les termes propor- 
tionnels au carré de h , 


, d'A. 5 ^ d’h , /sy, I , dX, ,5 

+ T^- + — 


rf*\ 

’ Ztj 


d*ria ^ 1 rf*ï!t 

L 

5 rf»L 

dh\ 

dn a dn 

dxdt^ 

h dr 

dxj 


et , en négligeant les termes proportionnels au cube de h , 

,, I \ dA, , /... rf’ï, \ ) ,, , . I dé dé 

(>47) 

éi=-p+-^| y.-~+ ( a;- — U — - — i(A*-r*)+(//.+P) — . 

dr \ ° dl’ j h dx f h dx’S' ' dx’ 


Quant h la valeur approchée de /f , elle continuera d'être déterminée par l’équation 
(4o) , l'erreur étant du même ordre que A*. 

Supposons maintenant que la lame proposée devienne élastique , et que son élasticité 
soit la même dans tous les sens. Alors, en adoptant les mêmes notations que dans le 
second paragraphe , et combinant les formules ( 87 ) avec les équations (i 57 ) , on retrou- 
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rera les valeurs de î, , , », données par les formules (58), et les valeurs de /I, , 

A, données par les formules ( 69 ) , ou, ce qui revient au même , par les suivantes : 


(.48) 


V dî- P 

= — . 

tlx 0 


A, = — fCi> 


d'n, 

dx' 


U désignant toujours une constante positive propre i. vérifier l’équation (Ga). Mais la 
quantité acquerra une valeur nouvelle, savoir : 


(>4g) 




1 d'I, 


3 A,^-P 1 dh 


9 dx' 6-1 ‘K h dx ’ 


ou, ce qui revient au même, 
(.50) 




1 dh 
h ds 


Cela poêé , s'il y o équilibre» les équations (i38) et (i43) donacronl 

« 

|, 5 „ a.l^-±"^]+X, 

' ' \dx' k dx dx I 


9-1 P 1 dh 1 

9 f h dx ’ 


et 


/ c , ...i/* d*/i rf*». \ ^ , A’fv I dX,\ , L dh 

Si, au contraire, la lame élastique se meut, on tirera des équations (iôq) et (i4G). 
combinées avec les formules (58) et ( 148 ) , 


’d'U 

-1 

1 

dÇ. \ 1 Y 

9-1 P dh 

d’«. 

, dx* 

A dx 

dx) ' ' ’ 

0 dx 

dt* 


et 


(.54) 





d*ti„ 

d'h 

d*»„\ 

, d'n„ 

^dh 

d’»„ h' ! 

I \ 

U 

dx' 

dx' 

dx* ) 

' dt' 

dx 

dxdt' ^ 3 \ 

aO / dx*dt' 


= >-. + ^(r. + .^)+-A£.ï,. 

D’ailleurs, en faisant , pour abréger. 
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1 . 


^ dh dn, h' l i \ rf’ii. 

dx dx 3 [* a 9 j dx' 


et Dégligeanl le< termes de l’ordre de k‘ , 


on conclura de l’équation (iS 4 ) 


(t56) n>/i 


1 h rfty 

d'h d'y\ rf’y _y . A* 

V 4- a ^ 

U dx* 

~ dx' dx'}~^ dt' ~ •“'*6 

+ * dx] 


dh 


X,. 


Donc, puisqu’en vertu de la formule (i55) l’ordonnée », de la ligne moyenne sera 
très-peu diflurcnte de la fonction y , on aura encore à très-peu près 


(i5 


-) »-*(| 



d*h d*y\o \ 


dx* dx* j 




Ajoutons que les valeurs approchées dos déplacements { , » et de la pression A 
continueront d’étre déterminées, comme dans le second paragraphe, par les équations 
(64) et (65). Quant aux valeurs approchées des pressions F tX B , elles se déduiront 
des formules (i46) , (>47) combinées avec les formules (58) , (i48) , et seront, dans le 
cas d’équilibre , 


dh 
dx ' 


(158) 




Observons de plus que , pour tirer des formules (i58) les valeurs approchées des pres- 
sions F , B dans le cas du mouvement , il suffira de substituer aux quantités . 
X, , K, les dilTérences 



d'U 

dt' 




dxdt' ’ 


y.- 


d'jit 

df 


= r. 


I rfH. 
g dxdf ’ 


et que la seconde de ces différences, en vertu de I équation (l5y), sera sensiblement 
équivalente à l’expression ( 9 *)- On aura donc, dans le cas du mouvement. 
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_ I ,\ , 1 . t <^î» P\rHh 


> d^u \ 



■ 0 dxdt'j 

dt'j h dx 

\ dx 0 P / A dx* j 


I du 6-1 P\rfA’ 

+ rfT+T'Vjrfï^' , 


Les équations (i 5 i) et (i 5 s) ou (i 53 ) et (157) sont les seules qui subsistent dans le cas 
d'équilibre ou do niouTement, pour tous les points de la ligne moyenne, entre les incon- 
nues U> ”• et les s'ariables indépendantes x, t. Mais , pour déterminer complète- 
ment ces incoffnues, et fixer les valeurs des constantes arbitraires ou des fonctions arbi- 
traires introduites par les intégrations , il sera nécessaire do joindre aux équations dont 
il s’agit les conditions relatives aux deux extrémités de la lame élastique. Si, cette lame 
étant terminée par deux plans perpendiculaires à la ligne moyenne, et correspondants 
aux abscisses x = o , æ = a , les deux extrémités sont fixes , alors , pour chacune de 
ces abscisses , les inconnues f. , n, devront satifaire aux conditions (fiy), (G8) , (6g). 
Mais , si la seconde extrémité devient libre , alors pour x — a, les formules (70) de- 
vront être vérifiées, quel que soit r , et entraîneront i.* la condition (71), 2.* les con- 
ditions (7a) dont la. dernière devra être remplacée, quand il y aura mouvement, par la 
condition (91). Si les deux extrémités étaient libres, les conditions (71) et (7a) ou (91) 
devraient être vérifiées pour x = o , ainsi que pour x = a ; mais elles ne suOlraient 
plus dans le cas d’équilibre pour déterminer toutes les constantes arbitraires; ce qu’il était 
facile de prévoir. Enfin , si , les deux extrémités étant libres , la lame élastique se trouvait 
terminée par deux plans perpendiculaires non plus & la ligne moyenne, mais à deux droites 
comprises dans le plan drs x , y , et qui , prolongées en dehors do 1a lame, formeraient 
avec les demi-axes des x et 7' positives, la première les angles p' , la seconde 
les angles a*, p' , alors, en raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on éta- 
blirait encore pour chaque extrémité la condition (71) et la première des conditions (7*). 
Mais la seconde des conditions (72) devrait être remplacée, dans le cas d’équilibre, par 
l’une des formules 


(.60) 




1 dh' 

j cosf' 


h dx j 

f cosse' 

(•Cl) 


— -Y 4 - / 

y.+x. 

1 dh\ 

cos[s' 

dx^ 

— 1 -f- 1 

A dxj 

COSst' 


et dans le cas de mouvement, par l’une des suivantes' 
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(1Ü2) 

(. 05 ) 


rf’n. 

1* - 

= A’. 4- 

rfy. 

-1. 


rf>e. 

L f Y _ 

rf’î»\ ■ 

il h I 

cosf' 



t/x 


( s 

rfxrfO ^ 


“ rfO j A 

tix 1 

cos a' ’ 


— YM. 

rfy. 

-1- 

4. J. 

rf’ï. 

L ( X 

rf*ï.\ • 

rf/i ) 

co$p“ 


— 1 -T • 

f/x 


0 

4 xdt* 


rfo j I, 

rfx |i 

COSOt' 


Si, les plans qui termioonl la lauic élastique étant perpendiculaires à la ligne moyenne, 
l’un <lo ces plans supportait une pression <p dilTérenle de P , alors, pour chacun 
des points situés dans le plan dont il s'agiÿ, l'inconnuo devrait satisfaire, non plus à 
la condition (71), mais & la condition (77). 


Dans le cas particulier où la force accélératrice 
on tire des équations (. 53 ) , (.57) 


et la 


pression 


(. 64 ) 


(. 05 ) 


a* A 


n-| 

f rf*ï- 

1 rf/i rf?, \ 

_ rf’ïo 

h 

1 

h rfx tix 1 

dt* 

(- 

=L. 

e 

1 

rf*A rf>e . 1 


\3 

dx^ 

rfx’ rfx’ J 

1 ' rf(» 


P s’évanouissent, 

* 


Dans le mémo cas, les conditions (7a), (lOo) et (.61) coïncident avec les conditions 
(loi), tandis que les formales (16a), (. 63 ) se réduisent à 


rf’a» 1 1 

1 rf’i. 

1 

dh 

rf’ 5 s\ 

cosp' 

rfx* \ ( 

) dxdt' 

“ T 

dx 

dl’ ) 

cosa' 

. / 

. rf’îo 

I 

dh 

_rf’M 

cosp* 

dx* \ ' 

5 dxdt’ 

- „ 

dx 

dï~) 

’ cosa* 


Lorsqu’on suppose 

(168) A = A(i+cæ), 


A et c désignant deux quantités constantes , les deux courbes représentées par les équa- 
tions (17) SC réduisent à doux droites , et par suite les surfaces cylindriques qui terminent 
la plaque donnée dans l'état naturel se réduisent A deux plans. Dans cette hypothèse . 
les équations (. 04 ), (> 05 ) deviennent respectivement 


(>89) 


(.70) 


a 


/rf’ïo 

C . rfïo \ 

\ rfx’ ” 

i+cx dx j 




a’ A* 

" 3 " 


(i +cai)* 






O , 


Nous renverrons l’intégration de ces dernières à un autre article. 
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S 4 - E<fuations d'iquHibre ou de mouvement d'une lame naturcUctnenl courbe et 
d'ane ipaUuur constante. 


Coniidéroni , commo dans le paragraphe 2 , une lame solide dont TépaUseur coos- 
lante toit représentée par a A . Mais supposons que la ligne mojrenne de la section faite 
par le plan des se, y coïncide dans l'état naturel avec une certaine courbe, qui change 
de forme tandis que les molécules se déplacent. Soient d’ailleurs, dans l’état d'équilibre 
nu de mouveroent de la lame solide, 

m une raoléculo comprise dans le plan des x , y. 

X , y les coordonnées de la molécule m , 

r la normale abaissée do la molécule m sur la ligne moyenne, et prise avec le signe 
-|- ou avec le signe — , suivant que la molécule m est située d’un côté ou 
d’un autre par rapport à cette ligne , 

X , y les coordonnées du point oti la normale dont il s’agit rencontre la ligne moyenne , 
s l’arc de la ligne moyenne, mesuré b partir de l’une des extrémités jusqu’au point 

T l’inclinaison de la ligne moyenne par rapport A l’iixe des x , c’est-A-dire , celle des 
racines de l'équation 

(171) tangr = ^. 


qui offre la plus petite valeur numérique. On trouvera , pourvu que l’extrémité de l’arc 
s et le sens dans lequel 00 compte positivement la normale r soient convenablement 
choisis , 

(172) — = cosT, -^ = sinT, 

as d$ 

(178) x = x — raintt j' = y + ’’C0ST. 


Cela posé, si l’on prend pour variables indépendantes r et s au lieu de x et _y , ' 
on aura 


( 


ds) 

(> 74 ) \ 


1 

II 

sioT , 

ri* 


Par suite les dérivées de 

a 

III.* Aanig. 



COST , 


> 

V 


, F prises 



r 


de 

d> 



dy 

-ft- = COST . 
dr 


par rapport aux variables 


X, y. 

37 
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rcnrermiei dans les équations (i), seront déterminées par des formules semblables h 
celles-çi : 


/ rfT\ IdJ , dA . \ 

(.75)— cosr + — smr) 

en sorte qu’on aura 


dA dA . , dA 

— — -x~ sinr + — cosT , 
dr fix d\ 


, ,,, d.1 dA . . d. 


dx dr 

Donc les équolions (i) donncronl 


4 T * 
1 -r — 


dA dA . 

__Cosr+ J- 


I - r 


4$ 


I 


(■77) 


dA . , dF 

: — 8IUT 4- — - — cosr • 

dr dr 


4A , 4F . 

—r COST-+- — 

4a ' 4a 


4x 

~47 


-\-fX — O , 


4F . 4B . 

dF . , dB . ^ 

__,mT + _cost + s— -J- + pr=o. 


4a 


De même on tirera des équations (a) 


dA . , dF 

— • smr 4- — cosr . 

dr dr 


4A X 4F . 

-—COST 4- — sinr 
4t 4a 


+ — 3G) = o. 


(■78) 


dF .du . 

dF . , dB . + 

. Ï7"“^ + — 7R i-e(y—U)—oi 


puis, en odmettant, comme dans le paragraphe », que les déplacements des molécules 
sont très-petits , on eu conclura * 


dA . , dF , d, 

- — SIQt — r-~ COST -f- — 

dr dr 


dJ , dF . 
COST- 4 - — sinr 


+ P^ = fl7T-> 


(>79) 


dF . , dB 

— «-r^Sinr 4--r — COST 4" 
dr dr 


4F , . 

-;-cosT4"-:-*‘nT 

4s '4a . V « 


rfr 

4a 


+ pI'=pi7T 
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Le» formule» (177) fl (179) subnijleronl, cjuel» que »oicnl r cl j , les première» dan» 
l’élal d’équilibre, le» aulrcs dan» l’élal de mourcmenl de la lame courbe. Quanl aux 
formule.» (4) . elle» devrunl ôlrc vérifiées , lorsqu’en atlribuanl à la variable r une de» 
valeurs — h, -{-h, on remplacera cosi par — sinr el co»? par cost. Donc 
les pressions A, F, B devrout salisfairo , pour r = — h el pour r = h, aux 
deux condiliou» 

(180) (/f 4- P)»int — i-’co»T = o, Ftiar — (B -J- P)co»t = o . 

Concevons maintenaul que, dans les équations (177) , (179) , (>80} , on développe les 
quantités A, F, B, X, Y, f, a considérées comme fonctions do t eide r 
suivant les puissances ascendante» de la variable r, et que ces développements con- 
tinuent d'élre représentés par les second» membres des formules (19), (20), (ai), (*a)- 
Supposons d’ailleurs constantes la pression P cl la densité A relative h l’état na- 
turel de la lame solide. La densité f , infiniment peu dilTércnte de A , pourra elle- 
même être regardée comme constante, et les formules (177) deviendront 


(■*■) 


/ V • 

' t ,co$r — yi.siiiT (f’.cosT — /^,sioT)r -I- (/^jCOST — /^jsIut) (-etc. 

tIF. . tdA, dF, . \ )/ dv \ ^ 

+ j^jj-co»T+-^»iOT+^-^-— COST+-J— sinTjr+.. j ^i+r— +..j+f(X,+J,r+..)t=o, 

JP S 

B, COST — B.sinT -t- (B.cost — B’,»inv)r -t- (BsCost — Bisinr) — — H etc...... 

I Uf. rffl, . IdF, dB, . \ ]l dr \ ^ 

^+|-^cosT+-^sio.r+^-^co»T+-^»intjr+.. ^1+r — +..j+j>{r,+l,r+..)=o. 


Donc, puisque ces formules doivent subsister, quel que soit r , on aura 


BjCost — //.siiiT ^ cosT-f- — O , 

u4 és 


(•*») 


B , . , dAt dF , . [AA, dF, . \ dr — 

r.cftST.— yd.iinT — _coa,4--_«inT + l-^co»T + -^»inTj — H-fali— «. 


^CtC... » jli 


•• -- 

'itJWlqsiu ■ iwj’tqsijsâJSMSp t-:'.-- -- 
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/ U r* • I I • I V 

^ iO.COSî — /*,$inr + — ; — C05T-|-— - — 8IDT-j-ftr, = 0 , 

£U QS 


{•S3) 


I» r- ■ 1 I • 1 > ‘'JS- • . t- 

a.cosT — F,sin» + — ; — COST-] _(inT+ — T — cosr-j — - — sint) — 4-pl , = o , 

rts ds \ rts ds jds 


\ elc.... 


!^lai» les rormiiles (i8o) , qui devront dire vérilides seulement pour r = — h et pou. 
r = /i , dooDcroot 


I A* A* 

(-<.+P)5iDT-F.co8r+ — (..d .sioT-f ,cost)+. .= 0 , ,sint-F,cosT+ jcasr-f']sinT)4'. . =o, 

h* A* 

/’„sinT-(B,+P)cosr+— (f ,sinT-B,co5T)+..=o, f ,finT-B.cosT+.g-{f'jsinT-B3C05-)+..=to, 

Les équations (i83), (i84) sont relatives il l'élat d’équilibre de la lame courbe. Si cette 
lame était en mouvement, il faudrait remplacer, dans ces mêmes équations, les qiian- 
lilé.s 


(■85) 


X.. X.. X,... 


y Y V 

s » t Sis 


par les diiTérences 


(i86) X.— 


rt'l. 

dt' 



X. 


rt'\. 
df ’ 


tl'y. Y d'a, 

dl* ’ ‘ dt' ■ 


Y. 


d’a, 

dt' 


Il est important d’observer que , dans les formules précédons , A,, F, et F., B, 

expriment , comme dans lu paragraphe a , les projections o^briques des pre.tsions ou 
tensions exercées nu point (x, y) de la ligne moyenne contre des plans perpendiculaires 
aux axes des æ et j', tandis que S., a, expriment les déplacements de ce point 
mesurés b partir de sa position primitive parallèlement aux mêmes axes. (Quant aux 
quantités (i83) qui représentent ce que deviennent , pour r = o , les fonctions 


dX d'X Y d^ d'Y 

dr ' dr' * ’ ’ rfr ’ dr' ' 


dans le cas n(i l’on considère comme variables indépendantes l’arc / de la ligne 
moyenne et la distance r mesurée è partir de cette ligne; on pourra facilement les 
déterminer en faisant abstraction du changement de forme de la ligne moyenne qui n’aura 
sur des valeurs de ces mêmes quantités qu’une influence insensible. 
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H reste à montrer ce que deviennent le» formules (181), (i85), (184), dan» le cas 
où la quantité h est très-petite. Or, si l’on néglige, dan» une première approximation 
tous les termes qui oui pour facteur h' , on tirera des formules (i84) 

(187) {/ 1 , + P)iinr — f.co»T = o, F,tinr — (B. + P)coir = o , 

(188) /i.sinr — F,cost = o, F,sint — Æ.c.o»t = o, 

puis des formules (181). (i83) 

, „ , dA. , dF, . , _ dF. ,</«.. , 

'^'di di dt ds , 


Si maintenant on élimine entre les formules (187), (18g) les pressions • F,, B,, 

on en déduira une équation de condition entre les forces accélératrices , Y, , 
Pour effectuer l’élimination, transportons d’abord dans les formules (18g) les valeurs 
de etde . 0 , tirée» des formules (187). On trouvera ainsi 


(' 9 ") 


dF. 


ds 


■ 0,cotT ^ + P A^.sinT = O , + F.tangv — — -{-P = 

dt tU dt 


■ O : 


puis, en faisant, pour abréger, 
(' 9 ') 

t 

on tirera des formules (igo) 


rfr I 

dt V ’ 


dF. 


(ig») 0, = pt.(.^,»inT — y,cosT)sinTCO»T , + p(-3^c»in'r + F.cos’t) o , 

y 

et par suite 

, -, rfr»(JC,sinT- y.coST)] , V IV- 

(ig5) — JJ i^ + /Ï.CO»T+ s^.»>n» = o- 


Donc une lame naturellement courbe, et d’une épaisseur constante mais très-petite, ne 
peut rester en équilibre après un changement de forme presque insensible , à moins que 
les forces accélératrices appliquées aux divers points de cette lame ne soient telles que 
l'équation (ig 3 ) so trouve è très-peu près vérifiée. Si l'on donnes priori ces forces ac- 
célératrices, l’équation (tg 5 ) déterminera l'angle r considéré comme fonction de 
s , et représentera la courbe à laquelle la lame se réduira dans le cas d’équilibre , 
lorsque soi^^aisseur deviendra infiniment petite. Cette conclusion est indépendante de 
la nature de la lame et de son élasticité plus ou moins parfaite. Elle subsiste même peur 
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une Urne enlièreo>ent dépourfue d’élatlicité , et la courbe dont nous renoaa de parler est 
préciMment celle qu’on obtient^ en suivant les principes connus, quand on l'ecberche les 
conditions d’équilibre d’un fil parfaitement flexible renfermé dans un plan et sollicité 
par une force accélératrice qui varie d’un point b un autre. Dans le cas particulier où la 
force accélératrice devient constante et constamment parallèle à elle-méuie, la conrbe 
dont il s’agit est ce que l'on nomme une chaînette. Si l’on suppose, par exemple, la 
force V réduite è Ju gravité -g et parallèle è l’axe des jr , on aura 

^. = 0 , y.=g. 

et l’équation (iqô) donnera 

(194) d(vCosT) = sinvda = dy , 


puis on en contdurn, en intégrant et désignant par 6 une constante arbitraire. 


On aura par suite 




y = é -J-»C0ST = é + — 


rfy sinrrfT 

y-i cosr 


puis, eu intégrant de nouveau et désignant par c une deuxième constante. 


('95) 



EnGn de l’équation (196) , combinée avec la suivante 


on tirera 


et par conséquent 

(• 9 *') 


COS*r = 


rfx’ rfx’ 

rfi’ rfx’+rfy* ’ 


— =±- 






n désignant l’abscisse correspondanto à l’ordonnée 6 -^c. Comme l’ é ^Mb t ien (196) 
peut être remplacée par celte'Ci : 
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nii en conclut iraniédialcmeiit , en passant des lognrllbmes aux nombres , 


(■97) 



Telle est efTectiremenl l’équation de la chaloellc en coordonnées rectangulaires. 

Il est bon d’observer >.* que la quantité désignée par s , cl détcrniijiéc par la for- 
mule (igi), est précisément le rayon de courbure de la courbe (igS), s.' que les bi- 
nômes 

(198) A.cost - f- jr.sinT , ToCost — JT.sinT 


représentent les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point 
(x,y) sur la tangente h celte courbe prolongée dans le même sens que Parc s et sur 
la normale r. Donc, si l’on désigne par S« d cJl» ces mêmes projections algébri- 
ques, l’équation (ig 8 ) pourra être réduite il 


(>99) 



Passons maintenant à une approximation nouvelle, en supposant que la quantité A, 
quoique fort petite, devienne très -supérieure aux valeurs numériques des déplacements 
a. Alors, par des calculs semblables à ceux que nous avons cITectués dans le pre- 
mier paragraphe, on déduira des formules (183), (18.^], (184), non plus l’équation 
d’une courbe dont la lame élastique , soumise b la force accélératrice f , devra s’é- 
carter très-peu , soit dans l’état naturel , soit dans l’état d’équilibre , mais les valeurs 
approchées des déplacements très- petits dus molécules, ainsi que le changement de 
forme de la lame; et les résultats auxquels on parviendra seront dilTércols suivant qu’il 
s’agira d’une lame élastique ou dépourvue d’élasticité. On peut d’ailleurs simpliGer no- 
tablement les calculs dont il s’agit , à l’aide des considérations suivantes. 

Soient * 

p, , p, les pressions ou tensions supportées, au point de la lame solide, par 

deux plans perpendiculaires l’un à l’arc s de la ligne moyenne, l’autre à la 
normale r , du côté où l’on compte positivement la longueur s ou r , 
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cl> < $ projcclioni algébrique* de la pression ou tension p, sur la lungenic I) l’arc 
t et sur la normale r, 

i > Xlb 1^’ projections algébriques de la pression ou tension sur les mêmes droites , 

5 , S<. I''* projections algébrique* sur ces droites de la force accélératrice ? -, 

a, , p, les angles formés par la tangente à Porc * prolongée du côté où cet arc se 
compte positivement avec les demi-axe» de» et y posilires, 
a, , p, le» angles formé* par îa ncrmale r prolongée du côté où r se compte po- 
sitivement avec les môni ■» demi-axes , 

les angles formés avec ces demi-axes par les directions de» force» p, , p,. 

. P. 

On aura évidemment 

(aoo) cosa, = cosr, cosp, = sinT, 

(jOl) C0»«, = — siOT , COSp, = COST. 

De plus, comme le* angles formé* par les force» accélératrices y • d’une part, avec 
le* demi-axes des æ et ^ positives, d’antre part avec la tangente à la ligne moyenne 
et la normale r, auront respectivement pour cosinus i.' les deux rapport* 






X 


y 





f 


? 

a.* les rapports 




s 







9 


r 

on trouvera encore 






1 

S 

X 


Y 


Aco8T+y»inT 

l 

? 

T 


T 


Ÿ 

(aoa) 1 

ü 

X 


y 


ycof T- Asinr 

( 

? 

f 


? 


f 


Par suite , le» projection* algébrique* S et ^ de la force aocélératrice t sur la 
tangente i la ligne moyenne et sur la normale r seront déterminée* par les formule* 

(îo5) g = Xco*T-f Ksinv , = Feosv — A^sinv . 

Si , dan* le* même* formule» , on remplace X , Y par le» projection» algébrique* de 
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l;i |)iTssioii p, , oii /), , sur li:s nxos di:s a; et , on devra remjilaccr en inéino 

temps ,“5 et par 5,^, et ^ ou par J* et p»,. On trouvera de cette manièie 

i 

(■■“'4) r.l, =p.(cosi,cosi -j- cosuisinr) , ^ = p,(cosu,cosr — coslisinr) , 

(îo 5 ) ^ = />,(co 5 ),,cosT + cosa.siiiT)', ((J, — p,(cosp,cosî — cnsi.siiiT) 

lâitin i'oo aura , eu vertu des il'<|uations.(ô] , 


(aoü) 


i p,cos'/., = cos Si + ^’cosp, =: //cosr + f'sinv , 
p.cosp, = F cosa, -{- ftcospi = F cosi +CsiiiT , 


(ao;) 


{ PaCOsX, =: ^ cosa> /'’cosp, = feoST — at sin r , 
p.cosu, = f cosij + i’cosj, = Bcost — ^’8inT ; 


et l’on tirera 4o ces dernières comliinéci avec les équations (ao4)> (ioS) 


(ao8) 


I üli = cos’ T Bsin’v + aféiiiTcosT , .^z= A sin’v+ Bcos’t — afiiiivcost, 

( ^ = F(cos’t — sin’r) — (A — B}sintcosT, 


ou , ce qui revient au même, 

Ll, = — 1 — COS8T+ Fsinav, pî, = — - — 

(aoq) 

I „ ‘ ■ 

I .j^-/'Cosav SII13T. 


A-B 

a 


cosaT — /'siiiaT, 


8i maintenant on transporte dans les Pormulcs (ao 5 ) les valeurs do A' , }’ tirées des 
formules (177) , on trouvera 


1 I tiF . 

, .f J tfx i + 3 — C0S3T+ — amar 

or I ai/i^ii) .. 9 dt * fis ds , __ 

COS 9 T — i— SID «T 4- ■ ~ + f-S — 

ftr 9 ar . . 


(3io){ 


I I d(A-B) tiF . 

i-roS2T — -7-SID9T 

•i tir % dr • dr 

Jll.* 


dF i d(A it) . 

COS9T : — i-Sl»9T 


+P-tl=o: 

58 
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piiii 011 en concliirn, en ayant égard aux formules (191) et (809) , 


/ a A. ‘‘‘ 
(*'i) -Z- + 


rfr 


-8^ — 


rfr 


dr 


<ix 

ds 


rf.» , - << 11!) 

4 -?S = o. — 


— + 1/Î„ 


rft 

rfj 


+ p<îl = « > 


dent au 

même , 


1 ^ 4 . 


I 

rfs ^ 

dr 



rftib , 


t/s ^ 

dr 



( 818 ) 


Ces derniiros formules peurent être substituées avec avantage aux équations (177). A)Ou- 
tous que des formules (180) cl (807) on tirera , pour r = ±/t , 


( 8 . 3 ) 


p.cos)., = Psinv , 


p,C0S8, = /’COST, 


et ([Ue ccllcs-ci, étant. combinées avec les équations (aoS), donneront, comme on devait 
s’y attendre , 

(8.4) g=o, olî) — 

Cnnccvoiis b présent que, dans les équations (ai a) et (a l4) , on développe les quan- 
tités _ 

A' • ^ ’ tlb » S » JL 


suiva it les puissances ascendantes do la variable r; et soient en conséquence 

(*M»j) cC — &('•"{“ Ao** '*!“ A* “H ^'ic*** ► 

(81C) ^ = + - . Vft,— DL.+ db.r-l-pi,.-^-*- + 

(8 17) s = S« + Si'’+ s. . cïV = jI. + éR. — + . 

.U, -f. . 11 !,.. sS.. rîlo. A.. Vl-< S.. éPi., «le..., désignant des fmictions 
de la variablo j , qui représenteront les valeurs de 
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cl' • ^ I 'lfî> t 


s » cR ' 


rf l. rf.f 

dr ’ rfr 


rfiH, 

(fr 


£1 

dr ' dr ’ 


clc... . 


riHi'cspondanlcs à r = o. On tirera des fornaulcs (sia), qui doircnt subsister, ijiul 
quV soit r. 



(*> 9 ) 


I l 

ds 

‘‘.U 

ds 

'i.f. 

ds 

\ etc.., 


■f* iflji 4“ “ (îl>« — ifi)») + piâio = O 

+ \lî,. + — (;l,. 2 iPd.) +F 

■f ifî>i + — (cl-. — 3 tl!,.) + P — 



O , 


O , 


Mais les formules ( 2 > 4 ). 1“! doirent être vérifiées seulement pour r = A ei 

pour r = A , donneront 

1 ' /< * A * 

J'o + j’. — + etc. = o , ,ÿ, 4- etc. ■= o . 

* O 

. 

tlî,.+ Ipj. -£ + elc. =— P, i(!„4- .if),j.£-f.ctc = o. 

Si, dans ces diverses équations, on négligeait les termes pruportioncls au carré de A , 
les formules (sso) se réduirafent à 

(221) ^. = 0. ,1!,. = — /’:, ^.—o. Pî,.— o; 

et par suite ou tirerait des formules (ïi 8) et (219) 
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■^L\«o + P)+?.S\..-- o: 

]iui“ , cil cliiuiniiiU cuire ces deux dernières, on rclrouverail la formule (< 9 <j)- 

Si, an cuiilraire, on conserve, dans les équations (ai8), (aiy), (aso) , les termes pro- 
porlionnels au carré de h, niais en continuant du néglige^ les puissances de h su- 
périeures è la seconde, les équations (sao) donneront" 

.î’,= , 111,. = — P dlj. , — — al!,. = — ld.5 , 

a a U O 

et l’on tirera des équations (ai8) , (aig) 

.ÿt — 

■fl — + p^^. — 



— (-X» + P) + péfl. + — idii — y illj» — “ • 

■f .1 . + id,. -I- f (jl . - ÿ .il.) + y (y til,3 - ÿ = O , 
4 * ~ (cl. — 5 p)„) 4- p;,i 4- ? l'il. — ^ cil i) = O , 


Kiillii, si l’on snlistituo dans les ileiix promières dns équations (aa4), ainsi que dans la 
pteiiiièi'c des forinulcs (aaS) ou (aaG) , Icç valeurs approchées do , /» , p!,, , p!,i . 

fournies par la troisième et la quatrième des formules (*s5), ou par la Iroisièiiic et la 
qiialrièiiic des furiiiulcs (ajG) , savoir : • 
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( !«<»7 ) 

“ 4o| • VOj» ^ “* P ~ Aoj • 


_rf-l., 4 ■ 

ds 


» J* 1 T I 5 1 

on trouvera 

(aa8) ^ ji±L + f [^5, _ ^ .<j.) j , Vl. = ~P+ ^ | -A,. +f - -|- ,^.) j . 

Cl 


6 =1») /,• 

j-pls A« 4._L,s^i 

ds ds 

f P j ô. -t- -ÿ- ^ S> T ~ j 


1/ A* „\ A* ) A»/ a \ A>''(’‘^'T''^'’) . 

(aao) + _ ^ = 0. 

Lorsque, entre CCS dernières équalioDi, on élimine ,|,, , la pression ou tension ,i„ 
disparail en tnêinc temps , et l’on obtient la formnle 


(îSi) 


\ rfj* ^ , 1 f/.U« 


ds 


V ds 


-P -s 

t., P r’» 


rf(s.'ilo) I 


* 


, j.r ,/(w)\.)-| a rfâV. . , rfv ''■('‘^‘•r''“)j 

[ aL ds J t ds 0\* ds ds ds* ' 


li <‘9t bon d'ob«crTcr que » la iliflerenec 


(aôa) 


S,~ 


ds 


devant être’ sen^ftement nulle dans le cas d'équilibre, le produit* 

• LJs ) 

A* d, r 
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compris dans la rorinulo (sôi), ne sera pas nécessairement très - considérable , comme 
nii pourrait le croire ou premier abord , et (|u’en conséipicncc la fonction , déler- 

roiné-c par cette formule, conservera généralement une valeur finie, comparable ii la 
pression ou tension ^1,. que délerraine réqii«lian’(ïî 3 ). De plus, comme la variable 

r comprise dans les formules (aiS), (îiG) est une qiianlilé du iiiême ordre que «, 
tandis que les valeurs do , itj,, , fournies par les cqiiaiions (isî4). sont proportion- 
nelles nu carré de /i , on conclura des formules (üiô), (îiG) et (sV8) , i.* en négli- 
geant dans le développement de les puissances do A supérieures à la première 

(s33) “ cl'O “f" 


•i.* en négligeant dans les développements de ^ et do iQ, les puissances do A su- 
périeures & la seconde , . ^ 


Ainsi, après avoir déterminé les fonctions h l’aide des équations (aaô) et 

(aôi), il siillira de recourir aux formules (aSâ) cl (uâ4] pour obtenir les valeurs ap- 
prochées des pressions ^ . tlb relatives b l’état d’équilibre. 

Il est facile d’exprimer 1rs quniitilés ci-dessus désignées par , 

.8, , 8i en fonction des quantités A'« , A',, A’,, -I',, }’, , 1 \, En effet , si , dans 
les formules (î 17) , on substitue les voleurs du ,S. -Jl données par les équations (s* 5 ), 
ou plutôt par les suivantes: 


= A'.cost -|- f'osinv -}-(A,eo3T-}- l’,5inv)r-l- (A,cost- 1- y.sinv) -f- , 

y.cosT — A'oSiDT-f-(y,co5T — A^sinT)r-(-(y,cosT— Aisinv) 
on en conclur.a , en égulaut entre eux les cocllicicnls des puissances semblables de r , 


! fS, = X„co8v J’oslnv , rS, =: A'.cost y.sinv, fS, = A.cosv -|- y,sinr , 
= y.cosT — A.sinv, <!t\,= I’,C0ST — A.sinv, ^,= ^cosv. — A.sinr. 

* Observons encore que, dans les diverses formules auxquclles^ous sommes parvenus, ou 

peut, sans erreur sensible , attribuer b rincliinison t cl au rayon de courbure t de 


t 
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la lame en équilibre les salciirs que préscnlaicnt ces memes quantités dans l'état naturel 
de la laine. De celte manière t cl v deviendront des fonctions connues cl déterminées 
do la Variable j. 

Lorsque, dans l’état naturel de la lame proposée, la ligne moyenne coïncide avec 
Taxe des X , on a sensiblement ' 

. T = o, -^ = 0, s = ®, = = !f=f', ,S = -Ï, éîl=>'. . 


Donc alors les formules (vas) et (a3n) , (asS), (a35) et (s34) se réduisent, comme ou 
devait s’y attendre, aux formules (43), (36), (4u) et (4s). 

Supposons maintenant que l’on considère la lame courbe, non plus dans l’état d'équi- 
libre, mais dans l’état de mouvement: il faudra remplacer les quantités 


A.. 

par les diCférences 



1 ’.. 


y.. 


r. 






d<- ’ 


rf'?, 

üt' ’ 



J, 


d'n, 

dt' ’ 


rf’n. y d'n, 

dr ’ ' dt' ' 


Donc, si l’on fuit , pour abréger, 

(•iSj) 5cosT-|-)isinT = -/ , scosT — Ç$inT=J, 

c’csl-h-dire, si l’on désigne par S et par •/ les déplacements delà molécule m 
mesurés parallèlement et perpendiculairement è la normale r , si d’ailleurs on repré- 
sente par 

(s3«) V = 7. + 7i>’ + 7. — + ••• . J = o’. + o'.r4-o, 

a 3 


les développements des fonctions 7 et J suivant les puissances ascendantes de r , 
•m devra remplacer les quantifés 

(•*^9) S. . <8. . S. . 


que déterminent les fuimules (a3C) , par les o-xpressions 


(*4") 


S.— 


!Ü2i. 

7/* 


Si 


rit * 


S.- 


dr 
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>3t les (|ii.nililé8 

* 


pnr les expressions 

i!U, 

(a/i 2 ) r)\. 57 T" * 


i»\.- 


il’à, 


i)\t 


rf’J, 

lin ' 




Par suile. , en négligeant d’abord les lerines proporlionncU au carré de 
dos formules (ïïï) et (asô) 


(a45) 


rf.A- 

lia 


— P 


d*7« 
lit' ’ 


U , OU tirera 


(î44) -|-(.l. + /0+pd\. = f 


Si au contraire on conserve les termes proportionnels an carré de A , on tirera de la 
foiimdoAîâi) 




.1 d'X, 






(v45) 


d, 

■j 1 </4o _ 

3 


5 d(v,<il„)V 



(is 

+ 1 ds 

/i» 

1 

ds j 




1 (/(v.*)!.) 3 



rfl 


d>(sS.- ^ .'J,) j 


2 (ts V 

à.+ ^ 


ds 

d$ 

' ds' ‘ 


(. 

là’*' 

id{iS.) a , 

rfj. . r/v 

1 

' t 



+ 5 / 


a ds 

fis ^ V* ds 

ds 


*■ 

A*r ds 1) 

P 



dn 






Observons de plus que, si l’on réduit le polynôme 

, 1 dUS,) a lis. 1 rfv ''(■'■ 'T'/") 3» rf{vA.)l 

V'"i~ — 7 , — ' — h ? — 

au seul terme 

3 (, d[a.) ) 

17\'‘ 

qui sera en général très-grand par rapport aux autres , l’équation (v4-4) deviendra 
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(,46) ^ p- rf. > ^1. 

' * «. * h* ^ ,U‘ ' dt S 




dv 


ds 


ds 


U. -'-8.) 


V ‘ / 


ds 

ds' 1 


Quant aux termes qui renfermeront 8 , , ,S. et . on ne devra pas les négliger 
vis-à-vis du terme 




rf(v-îl„) 

d> 


En ellet , pour que les déplacements des molécules restent très-petits , comme on le sup- 
* pose, pendant toute la durée du mouvement, il est nécessaire que la lame courbe s’é- 
carte très -peu d’une position d’équilibre, et qu’en conséquence l’expression (îSï) soit 
une quantité très-petite du même ordre que A*. 

h* 

Si , après avoir multiplié par — les deux membres do l’équation (246) , on sup- 
primait les termes proportionnels au carré de A , on obtiendrait la formule 


di' 


(* 47 ) 

que l’on pourrait même réduire à 

d' 

(•■> 48 ) _ 




ds 


dW j 
ds I _ 


dt* 


O » 


en négligeant avec A’ la quantité du même ordre So . La formule 


ds 


(247) ou (248), que l’on peut déduire immédiatement des équations (243), (s44) > o" 
éliminant -i,. entre cos équations , est analogue à la seconde des formules ( 34 ) , et 
no subsiste, comme elle, que pour des valeurs peu considérables de (. En intégrant 
deux fois de suite la formule (a48) , on trouverait 


(249) 


rf(vo\) 


ds 


:^(s)+tF(s). 


III.* A.xxfcl!. 


59 
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cl F{s) désignant deux fonctions arbitraires propres é représenter les raleuri ini 
liales des expressions 

^ rf(iio) i'to 

dê * ds dt* 

Aux équations (sï3), (i3i), (t43) cl (a4C) lui subsistent, dans l’état d’équilibre 
nu de uiuuTemenl d'une lame naturellement courbe, pour tous les points de la ligne 
moyenne , on peut joindre d’autres formules qui sont relatires aux extrémités de cette 
ligne, et que nous allons faire connaître. Concerons , pour fixer les idées, que, dans 
l’étal naturel de la lame élastique , on désigne par « la longueur do la ligne moyenne , 
en sorte que les extrémités de celte ligne correspondent à « = o été s = a. Sup- 
posons d’ailleurs la lame terminée dans le sens de la longueur par deux plans perpen- 
diculaires è la ligne moyenne. Si les deux extrémités de cette lame deviennent fixes , 
ou plutôt , si , les extrémités de la ligne moyenne étant fixes , les points renfermés dans 
les plans qui terminent la lame sont assujétis de manière è ne point sortir de ces méidcs 
plans; on aura pour s = o et pour s = a, non-seulement 

(aSo) Vi. = o, (î5i) i, = o, 

mais encore 7 = 0. quel que soit r, et par conséquent 

(a5a) 7, = O . 

Si , au contraire , les deux extrémités de la lame étant libres , chacun des plans qui la 
terminent est soumis à une pression extérieure et normale , désignée par $ , on aura 
pour s = o, et pour $ — a, quelle que soit la valeur de r, 

(aô3) a. = — 5'. 5“=o; 

et en combinant ces dernières formules avec les équations (s35) , (s34) , on en conclura , 
dans le cas d’équilibre, 

(ï54) = — ç, (s5ô) = 


dt ^ 




Ajoutons que , pour passer de l’état d'équilibre è l’état de mouvement , il suffira de rem- 
placer S,, çj, par les dilTéronces -S. ’^d't' ' 

qui deviendra ainsi 
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(»57) 




di 


+-P 




Enfin , si la lame solide offre une extrémité fixe , par exemple , celle qui correspond è 
s = o , l'autre extrémité étant libre, les conditions (aSo) , (aSi) , (a5s) devront être 
vériGées pour une valeur nulle de g-, et les conditions (aâ 4 )j (aS5) et (a56) ou (a 57 ) 
pour g — a. 

Lorsque l'on combine la condition (a54) avec l’équation (aa3) , on en conclut 
(aS 8 ) = 

f'- 


Cette dernière formule montre que , dans le cas d’équilibre d’une lame naturellement 

• ‘l’-P 

courbe , la force accélératrico normale doit se réduire sonsiblemcnt è — pour 

une extrémité libre.' Donc la dilTérence 


(«5g) 




P«- 


doit être, pour une extrémité libre, de l’ordre des termes omis dans l’équation (aa3) , 
c’est-à-dire que cette diffiérence doit être de l’ordre de A*. Si l'on avait égard aux 
termes de cet ordre , alors , au lien de la formule (a 58) , on obtiendrait celle que fournit 
l’élimination de olL. entre les équations (a3o) et (a54) , savoir. 


(a 6 o) cL, -l-ai 


lU' 


vjcil, — y rîili - 4 - ! 






di 


Quand on veut tirer parti des conditions Telativ>M aux limites pour déterminer les 
constantes arbitraires introduites pour l’intégration des formules (aa3) , (a3i) , il con- 
vient de substituer à la condition (aS4) la formule (aGo). 

On pourrait imaginer diverses hypothèses en vertu desquelles les conditions relatives 
aux extrémités de la lame seraient représentées non plus par les formules (aSo), (aSi), 
(aSa) ou (a55), (aSG) , (aGo) , mais par des formules nouvelles. Ainsi, par exemple, 
si les extrémités de la ligne moyenne, en devenant Gxes, prenaient des positions dis- 
tinctes de celles qu’elles occupaient dans l'état naturel , les valeurs de 7 , , corres- 
pondantes à ces extrémités , se réduiraient non pas à zéro , mais à des quantités cons- 
tantes. On pourrait supposer encore que les extrémités de la ligne moyenne sont assu- 
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jétics à rc.'ter sur des courbes données, ou que les plans qui termincnl la lame suppor- 
tent des pressions nu tensions dirigées d’une manière quelconque et données en chaque 
point , etc... Dans ces différents cas , la recherche des formules qui devront être siibsti 
tuées il celles que nous avons obtenues , se déduira sans peine des principes que nous 
avons exposés. 

Dans les diverses équations ci-dessus établies, les quantités ■/. , désignent les 
valeurs de 7, i correspondantes -ô r = o, c’est-à-dire, les déplacements d’un point 
de la ligne moyenne mesurés perpendiculairement et parallèlement à la normale r. 
Ces quantités et les déplacements , a. du même point , mesurés parallèlement aux 
axes, sont liés ensemble par les formules 


{s6.) 


ÇoCOSt -4“ auSinr = , SoCost — ÇoSÎot = . 


Quant aux quantités et -f,, tlî>, , elles représentent les projections al- 

gébriques, sur la tangente à l’arc s de la ligne moyenne et sur la normale r, des 
pressions 011 tensions exercées au point (x, y) contre dos plans perpendiculaires à cet 
arc et à cette normale. Remarquons encore que , si l’on désigne par l la largeur de 
la lame proposée , la section faite dans celte lame par un plan perpendiculaire à l’arc s 
supportera une pression ou tension dont les projections algébriques sur la tangente à la 
ligne moyenne et sur la normale r seront représentées à très- peu près par les produits 

i l r Xdr = l r (ol.. + --l.,r)dr = ii.Wi/, 

J -k -» 

* 


et dont le point d’application sera séparé de la ligne moyenne par une distance qui aura 
pour uiesiire la valeur numérique du rapport 


{26,1) 


'.riv"' *■ .1,. 


Donc le produit de celle distance par la pression ou tension 2cl’„/if , c’esl-à ilirc 
l’expression 

«» 
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cxpritucra , au signe près , le moment de cette pression ou tension par rapport è l'axe 
mené perpendiculairement au plan des x, y par l’extrémité de l’arc i. 

Concevons è présent que la lame proposée devienne élastique , et ifiie son élasticité soit 
la même dans Ions les sens. Mors les quantités /I , F , B seront déterminées par les 
formules (55) et (54 ) , dans lesquelles x . y sont regardées comme variables indé- 
pendantes. Or on tirera de ces formules combinées avec les équations (55) et (soij) 


(a65) 



D’ailleurs , en remplaçant les variables indépendantes x et ^ par s et r, à l’aide 
de formules semblables aux équations ( 175 ), ( 17 C) , on trouvera 


df. , ‘<5 • di . \ . jdX . rf? . \ 

— cosïv + — smïT = ( — C08T — smr sinv - cosv-f- — sinv cost 

dx dy \dy dx \dx dy j 


dX . 

= — sint 
dr 


+ 


dX 

-T- COST 

dt 

r 


d\ . dX (dX dX . \ , IdX , dX . \ . 

— sms T — C08ÎT=: — —cost sint cost 4- — -cosT4--r sinTlsinr 

dx dy \dy dx / \<éx dy J 


Ü 

dX ,di 

= COST ^ 

dr 


etc.... 


dX ■ d7) 

dx dy 


du 


dX . 


COST — sinT 

dr 


+ 


dX . dn . 

— cost - t- smr 



Donc les formules ('i65) donneront 
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cl, 

9 + 1 

dn 

-smr + 

— C08T-+-— HDt i 
di di 

ï'- 

a 

1 dr 

r 





X 


l-L 

dn 

dE . 

d% 1 • 1 

di ds 1 

» 

*7“ C08T — r» 
dr 

dr 

r ( 




ou , cc qui rerient au même . 



K 


dn 

= — - CO«T — 

dr 


— - »mr 4- 9 
dr 


dl 1 • 

— cosr ^ gitiT 
ai rfi 




(s66) 


Ük 

& 



CO»t — 




— CO»T -U — êlDT 
ds di 



\ 


y _ 9-1 
K a 


di , du . 

COlT + — SIDt 
dr dr 


dr. d!^ . 

— - CO$T — «IDT 

ds di 




Enfin , li l’on combine ces dernières arec les formules (i37) , on en conclura 


(967) 


à. 

K 



dy i 
dt t 


iîk 

K 



On trouvera par suite 


(î68) 



d't 3 
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pui* , en faisant pour abréger 


(*7>) 




on tirera i.* des équations (asi) et ( 169 ) 

i’-') '■=-(Ï^+t)=-'- '■=-i(^-r+î)=-î('+l)’ 


( 373 ) : 

d», 

t —AI 

I-jL . 

a. 1 , 

{ àyt a* 

U -A 

idj 

9+1 


a dt ' ‘ s 1 

1 

V t ' 


il ® 

l'* 

9i. 

a.’ des équations ( 

111 ) et (ayo) 







(»74) 

Or^O 

(•-- 

-^1 

l-T 

= (‘- 

■i)" 

— ■ 

P 

T ’ 




Uît. 


l-fe- 

-Ul- 

dj 

9+1 

1 


8 / ( rfs t 

'■ V' 

* i 

11® 

»i ( 

ds ^ 

9i ■ 

(a?®) ( 

1 









1 =(l- 

-a')Kt. = — {a 

1 ^ 

)KÜ 

1 di 

+ ®"‘ 

U> + P). 
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On aura donc, en venu de, la formule (Ga) , 


(277) 


(*'«) 



r> 

X ‘ „ , P rf’/ , aO + i , 


Il e^l mafnlcnant facile de former les équations qui déterminent les valeurs des dëpla- 
rcments ■/„ , dans l’état d'équilibre ou de mouvement d’une lame élastique natu- 
rellement courbe; et d’abord, si cette lame est en équilibre, on tirera de l’équation 
(ïïâ) combinée avec la formule (* 77 ) 


(v 8 n) 




— ~o 


t 


De plus , la valeur de r.i>, , déduite des équations (as5) et ( 378 ) , sera 
(ahi) --i. — — 


Enlin, si l’on substitue celte valeur dans l’équation (a5i), et, si l’on fait pour abréger 


(»8») '^=-''^0 + 


rf(t jf.) _ 6+1 ds rf-H, _i_ dA. \ 

ds & 3 \ rfj ^ ds df* X ds f 



on trouvera , en ayant égard b la formule (85) , 


(a 8 ô) 



d^J dx 

ds^ di 




Or, quand on aura fixé les fonctions I et J h l’aide des formules (a 8 o) et (a85) , 
l'intégration des équations simultanées (* 71 ) fournira immédiatement les valeurs chcr- 
cliées des inconnues y,, 3„, Ces valeurs renfermeront six constantes arbitraires que 
l’on déterminera sans peine si la courbe a ses deux extrémités fixes , ou une extrémité 


Digitized by Google 


( 5 «) ) 

fixe cM*ai>lre libre. Dana le premier cat, lea ineonnoca 7, , 3, * devront satisfaire pour 
a = o et pour » = a aux conditions (aâo) , (a 3 i) . ainsi qu’à ta condition (a.>x) qne 
l'on pourra réduire ù • , 


(» 84 ) 



Dabs lu second cds les conditions que nous venons d’indiquer devront être vérifiées 
seulement pour l'extréaiité fixe, et remplacées, pour l’cxtrénnté libre, par les forinulrs 
(a 5 d) , (aâC) , (sGo] , dont les deux protnières, étant couibinécs avec la feruiulc 
donneront ‘ 


(e'86) 


dJ 

n* r- = . 


Ot-1 


rfj 


■al.. 


,(. 86 ) 


u> 


H' J 
da' 




fl+1 rfâl. 

0 "rfj ■ 


D’autre part, comme on tirera du I’é<{nation (.79) réunie à la seconde des équations 
(..7) et à l'éqnntioit (s8o) , ■ ' '' " ‘ • 1 ’’ 


(.87) 

la formule (a6o) , combinée avec les formules (aS. 3 ) et (»8i) , donnera 


■ 1 I ' — -ë.) 3 Ç.p\ 

(s88) ^ n . ^ ^ ^ r + - (,A. - 


' f.p _J_,n I 

uOv \ ' V ° da' ) -6 da’ 


Si les deux extrémités de lame élastique devenaient libres, les conditions (. 85 ), 
(a8G) , (s88) devraient être remplies pour s = o et pour t = a. Mais on nu pour- 
rait en déduire que les valeurs do trois des quatre constantes arbitraires inlrodtiiles dans 
le calcul par l’intégration de l’équation (. 83 ). La quatrième constante et celles que four- 
nirait l’intégration des équations (.71) resteraient indéterminées; ce qu’il était facilu de 
prévoir. 

Il importe d’observer qu’à l’équation dilKircntiollo (s 85 ) , qui est dii.qualrième orflrc 
■et détermine ■la fonction / , on pourrait subslituér une équation dilTérenlicllu du 
sixième ordre qui déterminerait immédiatement l’inconnne 7,. En effet, si, dans la 
formule (s8o)>, on remet pour / sa valeur, on en. tirera ». 

III.' axkIx. ... 4 ° 
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( 3 . 0 .) 


(■^ 89 ) 




piiis.'cn .îlimiaant i, entre l'équation (>8<j) el la aecondc des équations (171), on 
Iroincra 


(’fto) 


J = x, 


rf*T» I ^ ^ ^ ‘ ’ 

rfjî U* rf* t if rfaj’î.r. 


Or, si l'on siibalitijc le second membre do la formule (agn) au lieu do J * 4 aoa l'é- 
quation (389), on obtiendra évidemment une équatjon dilTéreoticllo du sisième ordre 
entre le* variables 7, et s. On pourra de même introduire l’inconnue 7. é la place 
de In foiicllon I dnns Icj conditions (aSS) , (a8C) , (aS8) , qui se rapportent b une 
cxtrémilédibre do la lame élastique. Enfin il est clair que les conditions (a 3 o), (aSi ) , 
(a84) . relatives b une extrémité fixe, pourront être, en vertu de la fonoale (a8g), 
réduites aux trois suivantes : 


(agi) 


V.. = O . 



0 fl 


O , 


i/i’ 11’ * 


O. 


Par conséquent, si la lame a ses deux extrémités fixes , ou une de ses extrémités fixes 
et l'autre libre , on pourra efliectuer directement la détermination des six constantes ar- 
bitraires introduites par l’intégration de l’équation dilTérenticlle du sixième ordre en 7.. 

Au reste, ce qu’il y a de mieux ii faire , pour simplifier les calculs relatifs b l’équilibre 
d’une lame élastique courbe, c’est do substituer b la fonction J , dnns la formule (a 83 ), 
non pas l’inconnue y, , niais la fonction 


(aga) 



En elTot, on obt'mnt do Gotto manière, au lieu de la formule (a 83 ), l’équation dilTé- 
ronliolle. . -.i, . . ; 


(agô) 


/ d*t) év éél , I _ • 

** V rfj* ^T'^/ 


qui est du second ordre seulement 

Il est aisé de reconnaUre quelle est la quantité qui, dans les calculs pnécédenls, se 
trouve raprésciiléo par J . En efliet, l’inclioaison v de la ligne moyenne au point 
(x,y) vérifie, dans l’état d’équilibre de la lame solide, l'équation (lyi). D’ailleurs, 
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r„ Jëjlgasnl lej di^|iltccment5 parallèle! aux axes du point dont il s’agit, les JiûV- 
renccs x — 5», y — • rjt représentent précisément les coordonnées initiales du même 
point. Cela posé, si l’on nomma t — <) l’inclinaison priniilirc de la ligne moyenne eu 
ce point , on aura éridemuent " 

dy-dn. 


(294) 

ou ik très-peu près 


tans(r — 


rfl - rfÇ* 


® o<M*r dt\ 4y dx I y - MMra^ coir<A j 

puis on en conclura, en ayant égard aux forraiiles (aCi) et (syi), 

(*94) . 


, * , * 1 F 

1 = C0ST<t>i, — tiardU — —: 1- — 

. ï . « V 


Ainsi J représente , su signe près , la variation qu’éproure l'anglo t , tandis que 
la lame courbe passe de l'état noturel b l’état d'équilibre. Ajoutons .que, U courbure 
de la ligne moyenne étant représentée , dans l’état d'équilibre , par 


la différence 


1 dr , 

V ds ’ 

• 

dr d'] d-! dj 

dt ds ds ds 


exprimera la courbure de la même ligne dans l’état naturel. Donc la quantité 

(aijC) 


di 


représentera , au signe près , la variation qu'éprourera la courbure de la ligne moyenne , 
en raison des déplacements des molécules situées snr cette ligne. 

Observons encore que , si , dans l’expreiaion (*64) • <”> wbstituc la .valour de 
tirée du la formule (aSi) , le résultat de cetto subsiituliou , savoir. 


(»97) 


J ds 


■ fkUAi 


représentera, au signe près, ce qu’on peut appeler lo ntoment d'élasticité de la lame 


« 
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courbe, c’usi-à-(l<re, lu raonicnl la preasjon ou leiujan exercée contre un plan per- 
prmlicubiic à la ligne moyenne par rapport à un axe trocé |lan* ce plan de maftibre i 
rencontrer celte ligne. Dans le cas particulier où la force accélératrice normale 
s’évanouit, Téspression (agy) , prise en signe contraire, se réduit à 

J- • 


Uoiic alors le moment d'élasticité cstproportionnel non-seulement è la largeur et au cube 

ifj 

de l'épaiaseur de la lame, mais encore à — , c’est • ù - dire , au changement Je cour- 
bure de la ligne moyenne. Ce résultat s’accorde arec l'hypothèse almisc par Euler dans 
les Aavi Commtnlarii et les Acta AoatUmiœ pctropolitancs pour les années i et 1 771J. 


Concevons miilntennut que la laine élastique vienne è se mouvoir. Alors , en négligeant 
les termes propurlioaoels au carré de , A , et observant que l'expression (s 3 <) est de 
. l'ordre de h', on tirera des équations (a44) • combinées avec la formule (177), 


(*09) 


^ I - _ d’y. 

rf» </4 éf ’ 


( 3 oo) 


û’/ + v-il.4- 


6-1 P 


d't. 


f Ht' 

puis on conclura de celles-ci , en ayant égard è la première des formulos (ayi) , 


. ./d’/ I ,\ , 1 / , 8-1 P\ <t'l 

ou , ce qui revient au même. 


( 5 oa) 


< V d-» W > . d»('.y^.) I I . <-■ P\^ \d« V I 

^ { ds’ di' V 6 pvj , df 


En joignant S l'équation (Soi) ou (Soa) Féquulion (a 48 ) ou (a 4 <j) , on pourra déter- 
miner ctdics des vibrations de la lame élastique courbe qui seront indépendantes du 
l’épaisseur do la lame. Si l’on veut , au contraire , déterminer les vibrations qui dépen- 
dent ilo'cctlc épaisseur, il faudra joindre è la formule (.Soo) l'équation (a4â) ou (a4l*)- 
Ou plus, comme la valeur de tb, relative au mouvement de la lame élastique sera 
éviilemniiml futirnic non plus par la formule (aSi) , mais par la suivante 
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/ 

/ 


-t. = — pi»* ■ 


( 3i5 ) 

dJ • 0 + 1 




IVqualïoD (st4^) derîendrn 
V 


y . 0+1 A* /. rft- J rf-ïu'i ) 

^ h* I d^J dv d^J • 0 3 \ rfj* '/ï / ^ 

3 \ "^rfj rfj^ rfj*/ * rf/* 


el pourra otrc rëduito à 
1 

A» / rfU 

(ûo4) “’.-ï-r-ÏTT 


' ' rf.L _JiÇi£âî 

A-/ !<</ . rf* rfV , 1 rf»J\ i/j ) 

‘‘Vr“irr + ^-3r +T~) ='?• 


Lor+que, dans les formules ( 3 oo) el*( 5 o 4 ) . on substitue les râleurs de I ti J tirées 
des formules (S71) , on obtient deux équOtions aux dilTéreiices partielles’, l’uuc du pr<‘- 
mier ordre, l’autre du ciuquiènie, savoir. 





d-J ’&B) 

\dj^ i J 

' , d» \ ds t. j 

dt* 

' dt di* 

■+r • ds. 



(3o6) 11 * ■ 


Si Uoo substituait directement dans l’équation ('s 45 ) la valeur de ot^i fournie par l’é- 
quation ( 5 o 3 ) , alors, en ayant égard aux fornraics (17s) , (175) , on tronrerait* ■ t 

^ 3 ('■ rfs* rfs rfs» V (/»• I ^ 

* rf. jllL 4 - — 4 - - / + — -H - -H ^ ^ + i > 

A* ( aO \ dr* rfs dj / i aO’ d» 0 \ ds* ^ ds ds* di / I 


Pour revenir de cette dernière A l’équation ( 5 o 4 ) , il suQira do négliger , déns le second 
membre , le terme qui renfermo le facteur A’ . Or , c’est ce que l’on pourra faire sans 
erreur sensible, la quantité A étant supposée très-petite. Mais jl ne sera pas permis dr 
négligcr de mduic , dans le premier membre de l’équation (307] , le terme proportionnel 
mi carré de A, attendu qUe dans ce terme le facteur tr^- petit A’ est multiplié par 
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( ÿ.4 ) 

iiD fi'Clciir Irèi grand Ainsi se trouve l(^gitiinée lo réduction do In formule (>4^) 

il la formule (x4(>) • et de l'équalion (Soj) k l'équation (3o4) ou (3oG). 

Le» équations (5o5) et (3uG) subsistent pour tous les points de la ligne moyenne cotre 
les deux inconnues 7., considérées comme fonctions de « et de (. Si d'aiU 
leurs la lame élastique a ses deux extrémités fixes, les mûmes inconnues devront satis- 
iafro pour s = o et pour s = a aux conditions (a&o) , (a5i) Ut (s84). Si , au con- 
traire, les deux extréiiiitcs sont libres, on aura pour chacune d'elles , en vertu des for- 
mules (aô4) , (»55) , («57) , combinées avec les formules (ty*) , (*77) et (*78) , 




tb ' 


r-*S 


{008) 


\ Ut‘ 6». th j 


\ ds K 


t+i P-ÿ ds 


ou , ce qui revient au même 


! 


lit j 


pI t CJg 

V 

• 1 

6 v d* 

■ * 





«A 

l - *■) 

6+1 -p-ÿ 

J P \ 6 


lU 

6 i**' ' 

■ • df^. 

O + i- \</s 

4 ) 


■ o 

■ tl! 


rfe ‘ 

v'’* 6 v f, U} 

• 





(ôeg) 


EuCn , si l'une des extrémités , per exemple , oollê qui coïnoide avec l'origine do l'arc s 
était Gxo, et l'autre extrémité libre, les conditions (xôo) , (s5i), (v84) devraient être 
remplies pour une valeur nulle du s, et les conditions (3o9) pour s = <i> 

Lorsque les forces accélératrices . éj et la pressiuq P s'évanouissent, les équa- 
tions (ï8o) et (sr)3) , relatives ù l'état d'équilibre de la lame courbe deviennent respec-- 
tivenieut * 


( 3 10) 


/ = o. 


(5n) 


(is 


D'ailleurs, si l'on intègre l'éqnation (ëii), après avoir multiplié son premier membre 
par on trous era •= 

■ i • ■ - 
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c détigaaol une oontlanlc arbitraire, ou, ce qui revient au inêmc. 


(3. a) 








puia , en intégrant de nouveau , ou aura 

5 r * 

arccoa — — , 


(3.3) 

et par auite 

(5.4) 


d*J I P f(s ] 

S=-^=cco»\J-\. 


Ailji de montrer une application dca rormuleaprécédentea,coi.covons que la lame courbe 
offre pour ligne moyenne , dana l’état naturel , un a^c de cercle , et quo l’on rende sca 
deux extrémités fixes , après avoir déplacé la seconde, c’eat-è-dire, celle qui correspond 
h s = a d’une ^taanlUé très-petite. Si les pointa renfermés dana les plana qui terminout 
la lame circulaire sont aaaujétia de manière è n’en point sortir, les inconnues ■/, , 3, 
devront vérifier , pour a = o , les couditions (s5o) , (a.Si) , (384) • et pour s = a, 
la condition (a84) avèc deux autres do la forme 

(3.5) • 7„ = i, 3,—j, 

t , j désignant deux quantités dont les valeurs numériques soient Irès-peliles. De plus , 
comme le rayon de courbure ^ de la lame prise dans l’état naturel sera une quantité 
constante, on tirera de l'équation (3.4), an représentant par C uim constante nou- 
velle et arbitraire , 

(3.6) ■ 


puis , en ellectnant deux intégrations successives , en observant d'ailTeurs que la fonction 


5T+T 

doit se réduire 1 .* è zéro pour s=o, s.*è -i- pour t~a , et , en faisant pour 
abréger 

C^ = rv’cosC t ^' = rt'’sinC > 

un trouvera ® 
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( 5iG ) ■ 

y=^ + :t = ^-+c..j[co5^:.-oo.(e + ^)]-.--[cos£-cos(£+l)] . 
i‘ii, cc qui revient au iDÉinc, 

(3.8) igL + ^=^+C'{.-co*:-i(.-coiî]j-+G*(.m 

Si maintenant on élimine y. entre l’équation (5i8) cl l’éqnalion (iio) présentée sons 
la ftirino 


(5i0) 

on en concliir,i 


f/y., 

rfs X * 


(5ao) _ + -J,==- + G |-s.n--(»-co.-jj + o'(-cor---a.n-j, 

. l ‘ • 

puis en cHectuanl l’intégration h l'aide de la qiélhodc exposée dpns le second volume 
fpage 5 1 ], cl observant que 5« cl doivent s’évaftouir pour s — o, .on trouvera 


(Ô5M) Co=C^ 
mi , eu t|ui revient au même 


r 7 )] + 7 ) 


■it: . 


cl pur conséquent 


( “—tI'-'"*-!-) 

âvï) ; 


Cela posé, l’éqii.ition (ôiS) donnera 
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(5*3) = — uin -i. j 

D’ailleun, par bypothèie, J, doit se réduire è j et k zéro pour s = «. 

Donc lea constantes arbitraires Q , Q' vériCeront les deux formule* 


(3»4) 




* . <* i > 

>-tin-. 

a V 


Il ne reste plus qu’à tirer de ces dernière* les râleurs de Q', C, et à le* substituer 
dans le* équations (3**), (3*3), pour obtenir le* valeurs complètement déterminées 
des deux inconnues ■/,, 3,. 

■ ; 

Il est bon d’observer qu’en vertu de la formule (3i8) , on a 

Telle est la valeur générale de la quantité — , c’est-à-dire, du cbangemeut de cour- 
bure qu’éprouve la lame circulaire à l’extrémité de l’arc * , dan* le passage de l’état 
naturel à l’état d'équilibre. 

Si, dans les formules (3*4), on suppose 


(3*6) 

elles donneront 


a= Sirt < 


(5»7) 




G' = — — . ‘'’G' = o. 


•■Lv 


r V 


, ^ ■ ■ 

Donc alors on tirera dqs^dqiutioiu 

lu.* Aifxéx. ‘ '* 


4t 
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(5*8) 


(3*9) 


( 5i8 ) 



Les équations (3ï8) et (Ssq) déterminent la fij^re que prend la ligne moyenne d’un- 
annenu élastique d’une très-petite épaisseur, lorsqu’à l’aide d’une section faite perpendi- 
culairement b celte ligne , on la transforme en une portion de spirale dont les extrémités 
sont très-Toisines , et qu’après avoir rendu ces extrémités fixes , on laisse l'équilibre s’é- 
tablir. Si, dans la dernière de ces équations, on pose s = o, s = «t, ou s = sir, , 
on trouvera 


(53o) 


dJ_ i 
d$ airv* 


Par conséquent , dans l’hypothèse admise , la dllTérencc entre la courbure de la spirale et 
la courbure primitive de la ligne moyenne de l’anneau sera la même aux doux extrémités 
de la spirale que dans le point situé è égale distance de ces extrémités. Cette différence 
est d’ailleurs indépendante de la quantité j , c’esl-è-dirc , du déplacement relatif d'une 
extrémité par rapport h l’autre mesuré dans le sens du rayon t. 


Si la lame élastique se réduisait à un demi-anneau , on tirerait des formules (3s4) , 
en y supposant a = ^v , 

irj- il 


(53.) 


G': 


■-8 


Q’ = o; 


et par suite les formules (3a a) , (3a5) , (3a 5) donneraient 
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Si le rajoo i devenait iofinhaent grand , ou , en d’autrea termes , si la lame élastique 
était droite, les formules (3io) , (Siq) , (Sas) , etc... deviendraient inexactes. En effet, 
l’équation (ï 8 o) n’enlraloo l'équation (3io) que dans le cas 6 ü le rayon i conserve 
une valeur finie. Dans le cas contraire , l’équation ( 380 ) se réduit à s o , ou , ce 
qui revient au même, è la seconde des formules (33), et devient identiqne pour une 
valeur nulle de la force accélératrice. Alors aussi , en faisant coiocider dans l’état na- 
turel la ligne moyenne avec l’axe des * , on tronve t = o , s = a: , Ç. = 7 , , , 

et il faut remplacer les équations (3 10 ) , (Si 1 ) par les formules 


(554) 


) 



(355) 


d*ti, 

■rfïT — ®* 


anxqaelles se réduisent , quand X et F s’évanouissent, les équations ( 97 ), ( 98 ) du 
S 1 .*'. Or, en intégrant les formules (334) et (335) de manière que l’on ait 1 .* pour 
x= O 


(536) î. = O , 
3 .* ponr x — a 

(537) ï. = «, 
on en tirera 

(538) 5. = ^7. 



V,=J I 



( 339 ) 


3ox*-3x’ 



L'équation ( 339 ) , qui représente , dans l’état d’équilibre , la ligne moyenne d’une lame 
élastique naturellement droite, est celle d’une parabole cubique. Ce résultat était facile 
è prévoir d’après la forme de l’équation (335). 

Si l’on suppose en même temps que les quantités , S , P , $ s'évanouissent , 
et que la lame courbe se meuve, les équations ( 399 ) , (3oo) , (3oi) et (3o4) donneront 


(34o) 

(34*) 

( 343 ) 


dl ^ d'y, 

^ dt' 


(34i) 


n»/ = , 


d’S, 

dt' 



d'I 


d'I 


“ l 

dt' 


dt' ' 

« 

dt 

d'J 

1 ' 

1 =-^ 

d(vi.) ) 
> d, ( 

dt 




dt* 
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( 5*p ) ■ 

Dans le mime caB, le» formulei (5eS) , qui devront dire vérifiée» pour une exIrémUé lifirc 
de la lame élastique , deviendront respectivement 


(344) 

7 = 0 , 


(345) 

dj 

-—= 0 , 

dt 

(346) 


8+1 dl\ 



\ dt’ 

Olr d$ I 

dt* 



Il inaporte d’observer qu’en vertu de l’équation (34 >) la condition (544) peut être rem- 
placée par la suivante : 

d'i. 

(547) -37^ = °' 

La valeur de / tirée de la formule (34i)> savoir. 


(348) 




a» ds' ’ 

est évidemment très-petite par rapport k l'expression 

(349) 



d’L 

d^J , dt- d^J J 

1 d' J 3 V ds J 


lorsque , pendant la durée du mouvement , tes quantités 


dt\ ’ 


dt' 


restent comparables entre elles. Supposons qu’il en soit ainsi ; ce qui exige que la valeur 
initiale de 

y __ ^7° ^9 

dt I. 

demeure très-petite , quand on la compare aux valeurs des déplacements 7 . , , On 

pourra , dans la combinaison des deux formules ( 348 ) , ( 349 ) > réduire la première è 

(35o) J = o, 

ou , ce qui revient an même , h ~ 


Digilized by 


Google 


( 8*1 ) • 


(35i) 



Par suite, la accoude des formules (*71) donnera 


( 35 *) 


/ = i 


rf’7« . rft. rfy» 


(/<» 


rfj ds 


V.! 


puis on tirera de l'équation (849) , combinée avec les formules (85) et (83 1) , 


(353) 


J d^J dx. d'J I d'J \_ v° ''.ds ds 
\ dt* ds ds* ' V ds’ 1 dl’ 


ds’ } 


Dans la même hypothèse . la condition (346) deriendra 


(354) 


ds' a’ dl’ 

et l'on pourra même, sans erreur sensible, la réduire simplement à 

d’J 


(555) 


ds’ 


Si, dans la formule (353), on substitue la valeur de J donnée par l’équation (55a), 
on obtiendra entre l’inconnue 7. et les variables indépendantes a , ( une équation 
aux dilTércnces partielles linéaire et du sixième ordre. Si de plus la ligne moyenne du 
la lame élastique prise dans l'état naturel se réduit è un arc de cercle , le rayon de 
courbure t. sera constant , et l’équation linéaire dont il s’agit se présentera ÿous la 
forme 


(556) 


[ ds^ ^ ds* ^ V* ds' j~ 




dl’ 


Pour montrer une application dos formules que nous venons d’établir , considérons 
une lame élastique circulaire dont les extrémités soient libres , et la vitesse initiale nulle 
en chaque point. Supposons en outre quo les forces accélératrices s’évanouissent , et 
que , la lame étant un peu écartée d’une position d’équilibre , on veuille déterminer les 
vibration* indépendantes de l’épaisseur de cette lame. On devra intégrer l’équation (34*) 
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( 3»» ) 

de manière que la condition (344) *oit Térifiée pour a = o et pour a = a . Si d'ail- 
leurs on désigne par f[$) et f(a) les valeurs initiales de ■/, et de t, , 

sera la valeur initiale de l , et les formules ( 76 ) , ( 77 ) du Mémoire sur l’application 
du calcul des résidus aux questions de physique mathématique donneront 


nrt--f(p) 


, s „ u(n*ir’i,’ + fl’)‘t . niri p' . njru 

( 357 ) / = — Scos— i — sin / sin — !- 

a av a J , a. 

O 

le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières positives ou négatives de n. On 
tirera ensuite des formules (34o) et (34i) 

(358) = /-(a) + ÿ di- . 

et 

( 559 ) + 

ou , ce qui revient au même , 

(36o) y. = m 


— 

' it'r*i.*-Sa* 
et 

(3G.) 


I — cos 


n(n*îr*t’ + a*)it 


nift /*■ . nitti 

COS / 810—^ 

â «/ • a 


m — f(rf dF. 


+ s — — 


i, = f(a) 

+ I . nies P* , n 


. / lin — ^ 
^ • a 




dp. 


Il est facile de trouver la relation qui doit exister entre les fonctions f (a) et f (a) pour 
que la valeur de / se réduise à un seul terme, et se présente sous la forme 


(56a) 


, G n(n*v*v*-ra’)-f . n»tj 

/ = — cos — i — sin 

d dv û 


n désignant une valeur particulière de n , et G “Oo quantité constante. En effet , 
pour obtenir cette relation, il suffit de poser ( = o , dans l’équation (56a), qui donne 
alors 
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(565) . r(*) - -J- f (*) = Ç- fin . 

AjooloD* (|Uo, li dan» lei formulos (357), (3Co), (36i) od lubslituc la valeur do 


tirée do réqualion (363) , savoir. 


ces formules coïncideront , la première avec l’équation (36a) , et les deux dernières avec 
les deux suivantes: 


(364) 


7 . 


= f («) + S : i ' — CO» — ^ — l cos 

/ -r ^ n’ff*t* + a* I flt ) « 


(565) 


J, = f(s)+G }i — cos-i i— s 

' ^ n*Tr*v> + a* ( av 


Les équations (564), (363) expriment un mouvement régulier de la làmc élastique cir- 
culaire , dans lequel les mêmes vIbralIons.se reprodiiiscut périodiquement , la durée d'une 
vibration étant la valeur de t donnée par la formule 


(5(16) 


n(ir»r*i,> + a’)< 
ai 


= a». 


Le son correspondant è un mouvement de cette espèce a pour mesure le nombre N 
des vibrations exécutées pendant l’unité de temps , ou , ce qui revient au même , la valeur 

de déduite de la formule (366). Or on tire de cette formule, en écrivant n au 

lieu de U , 


( 367 ) 

puis , en posant 

(368) 

on en conclut 

(569) 
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( s*4 ) 

Dans l’équalion (368), w représente l’angle au centre qui correspond à l’arc de cercle 
avec lequel coïncide la ligne moyenne do la lame élastique. Si l’on veut déduire de cette 
même équation les nombres de vibrations relatifs aux sons les plus graves que puissent 
fournir des mouvements réguliers du genre de ceux dont il est ici question , U faudra 
prendre successivement n = o, n=i, n=s_, etc... , et l’on trouvera en consé- 
quence 






etc.... 


Si la lame devenait droite , on aurait « = o , et la première des équations (3;o), 
réduite & 

3a 

coïnciderait , coniiBC On devait s’y attendre, avec l’équation (i3Ô). 

Si 1a ligne moyenne de la lame est un arc de 5o degrés (nouvelle division) , on aura 
et les formules (îyo) donneront 

4 


' ' 30 4 30 4 


)V = — 

30 4 


etc.... 


On trouvera de même, i.” en supposant l’arc a de loo degrés, ou »^ = — , 


(5;3) ÏV: 


Cl y/i 


N — 


a v^i, 


N: 


Cl \/j, 


etc... ; 


3 .* en supposant l’arc a équivalent è la demi-circonférence , ou >- = )t. 


(37.3) /V = -V^. 




= — v/ïo , etc... ; 
aa 


57T 


3.’ en-supposant l’arc a équivalent aux trois quarts de la circonférence , ou v = — , 


(Î74) 


N 


Cl t/iS 

30 3 



30 3 ’ 



30 


5 t/5 

3 


etc... î 


4-* enfin , en supposant l’arc 


a équivalent à la circonférence entière , 
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(StS) jV = — yT, N — — i\/T, = — |/iJ elc.... 

11 suit de la furmulo (SGg) que l’angle w restant le même , chacun des sons rendus 
par une lame élastique circulaire, dans le genre de mouvement que nous considérons, 
varie en raison inverse de la longueur de la lame. Si, au contraire, la longueur a de- 
meure constante, le nombre N sera d’autant plus grand, et le son d’autant plus aigu 
que l’angle « aura une valeur plus considérable. De plus l’inspection des formules 
(371), (07a), (375), {374), (376) conduira immédiatement aux propositions que je vais 
énoncer. 

Si l’on courbe plus ou moins une lame élastique, de manière que la ligne moyenne 
prenne successivement la forme d’un demi-quart de cercle, d’un quart de cercle, d’un 
demi-cercle, de trois quarts do cercle, ou d’un cercle entier, 

i.° le son le plus grave rendu par le cercle entier sera semblable au deuxième son du 
demi-cercle , et plus élevé d’une octave que lo premier son du quart de cercle , 
a.* le deuxième sou du cercle entier sera plus élevé d’une octave que le premier son du 
demi-cercle , 

3 . * le troisième son du cercle entier sera plus élevé d'une octave que le premier son de 
l’arc équivalent aux trois quarts de la circonférence , 

4. * le deuxième son du quart de cercle sera plus él^é d’une octave que le premier son du 

demi-quart de cercle , "* 

etc 


£n général , parmi les sons que reudra le cercle entier , ceux qui correspondront è des 
nombres pairs seront plus élevés d’une octave que les divers tons rendus par lo demi- 
cercle, ceux qui correspondront à des nombres multiples de 3 seront plus élevés d’une 
octave que les tons rendus par l’arc équivalent aux trois quarts de la circonférence , en- 
fin ceux qui correspondront à des nombres multiples do 4 seront plus élevés de deux oc- 
taves que les divers sons rendus par le quart du cercle. 


Remarquons encore que les déplacements y, et t, , déterminés pur les équations 
( 364 ) et ( 365 ) , deviendront indépendants du temps { , le premier pour les valeurs de 
t propres à vérifier la formule 


(37G) 


cos - 


tlirs 


:0 , 


le second pour les valeurs de s qui vérifieront la formule 
111 .* Anxèe. 


4a 
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sin 


( 5ï6 ) 


(S77) 


JlK» 


O. 


Or, en remplaçant dao* cea formulet n par n, et supposant s=ou <a, on 
tirera de la première 

(578) s = — , s«= 5 — , a==(sn — 5 )—, s = (*n — >) — . « 

' ' ' an an 'an an 

et de la seconde 

(379) s = o, s — — , s=(n — s)—, s = (n — 1) — . s=a. 

' ' n n ' n n 


Donc les vibrations correspondantes au n*** son de la lame élastique circulaire sont 
telles que des points situés sur la ligne moyenne de manière è diviser celte ligne en n 
parties égales n'éprouvent aucun déplacement dans le sens du rayon v , et que les 
points situés aux milieux de ces mêmes parties n'éprouvent aucun déplacement dans le 
sens de la longueur de la lame. 

On pourrait encore intégrer facilement l'équation ( 336 ) è l’aide des formules que j’ai 
données dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus , etc... , et l’on déter- 
minerait ainsi , comme je l’expliquerai dans un autre article , celles des vibrations de la 
lame élastique circulaire qui dépendent de l’épaisseur de la lame. J’ajouterai que les ré- 
sultats numériques ci-dessus exposés se trouvent parfaitement conformes è des expériences 
qu’un très-habile physicien, M. Savart, a bien voulu entreprendre sur ma demande, et 
que j’aurai plus tard occasion de rapporter. Enfin j’observerai que les méthodes dont je 
viens de faire usage pour trouver les équations d’équilibre d’une lame élastique ou non 
élastique, droite «u courbe, d’épaisseur constante ou variable, s’appliquent avec le 
même succès à la théorie de l’équilibre ou du mouvement des surfaces ou des verges , 
naturellement pianos ou naturellement courbes. C’est ce que l’on verra dans la suite de 
cet ouvrage. 


». 
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ADDITION A L’ARTICLE PRÉCÉDENT. 


Dana Ica divcra paragraphes de l’article que l’on vient de lire, quand il a été question 
d’appliquer è l’équilibre ou au mouvement dca lames élastiques les formules relatives h 
l’équilibre ou au mouvement d’une lame solide quelconque, naturellement plane ou na- 
turellement courbe, d’une épaisseur constante ou d’une épaisseur variable, nous avons 
toujours supposé les pressions A , F , B expria^ées en fonction des déplacements 
$ , n b l'aide des équations (53) et (54). Si l’on remplaçait les équations (53) par la 
première, la seconde et la sixième des équations (5a) de la page a3i , ou même, pour plus 
de généralité, par les suivantes 


(58o) yf = V-^ 4 -Xv + n. 

dx 



<(r 


en d’autres termes , si l’on supposait 


13».) A=k{,§ + 






Il désignant une quantité constante , plusieurs formules de l’article précédent devraient 
subir des modifications que nous allons indiquer en peu de mots. 

Observons d'abord qu'en substituant les valeurs de A , B fournies par les 
équations (38o) dans les formules (i), (s) et (4) ou dans celles qui s’en déduisent im- 
médiatement , par exemple , dans les formules (iG) , ( 70 ) , (i34) , (>35) , (i 8 o) , on ob- 
tiendra précisément les résultats auxquels on parviemlrait si, dans ces mêmes formules, 
on substituait directement les valeurs de A , F, B fournies par les équations (53) 
et (54), après avoir ajouté b chacune des pressions f’, $ la quantité n supposée 
constante, c’est b-diro indépendante de x ei y. Il est aisé d’en conclure que, parmi 
les formules de l’article précédent, celles qui ne renferment aucune des quantités A , 
.i, , B, iR) , A, , , B., continueront do subsister sans aucune modification, 

si elles ne renferment pas non plus les pressions P , $ , et que , dans le cas contraire , 
il suffira, pour modifier convenablement ces formules, d’y remplacer P, fP par 
P + n. ï’- 4 -n. 
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SI]R L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


D’UNE PLAQUE SOLIDE. 


S 1 ." Contidiraliont générâtes 

Considérons une plaqae solide qui , dans i'élat naturel , se trouve comprise entre deux 
surfaces courbes très-voisines l'une de l’autre. Supposons d'ailleurs qu’après un chan- 
gement do forme de cette plaque on applique aux molécules qui la constituent des forces 
accélératrices données et aux surfaces qui la tcrmincut des pressions extérieures nor- 
males h ces surfaces. Enfin rapportons tous les points de l’espace à trois axes rectangu- 
laires des æ , jr , Z , et soient , dans l'état d'équilibre ou de mouvement de la plaque , 

m une molécule quelconque, 

X , y, Z les coordonnées de celle molécule, 

P la densité de la plaqae au point (x,jr,z), 
f la force accélératrice appliquée >1 la molécule m , 

p', p' , p'" les pressions ou tensions exercées au point [x,y,z) contre des plans 
perpendiculaires à l’axe des x , i l'axe des y et à l’axe des z , 

A , F , E lus projections algébriques de la pression ou tension p’ \ ^ 

F , O , J) les projections algébriques de la pression ou tension p’ > 

E, D, C les projections algébriques de la pression ou leusion p'" ) 

On trouvera, s’il y a équilibre [voyez la page iCi], 


sur les axes 
coordonnés. 


/ dA dF , Y 

/V dF dB dD , 

+ i£ + p2 = e. 
dx^dy^dz^^ 

Si , au contraire , la plaque se meut , alors , en désignant par ^ la force accélératrice 
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capable de produire le mouTement ciTectif de la moléculoa m , et par X, > % 

les projections algébriques de celle force sur les axes coordonnés, on trouvera [voyez la 
page iGG] 


Dans l'un et l'autre cas, si l'on nomme 

Z , P , 7 les angles compris entre les demi-axes des coordonnées positives, et un autre 
demi-axe 00' mené arbitrairement par le point (x,j,z), 

P la pression ou tension exercée au point {x,y,z) contre le plan perpendiculaire b 
ce demi- axe et du côté qui le regarde, 

> , fl , y les angles formés par la direction de la force p avec les demi-axes des co- 
ordonnées positives, on aura [voyez la pago iGi] 


ËnGn , si l'on suppose le point (a!,^, :) situé sur l'une des snrfaces courbes qui ter- 
minent la plaque , cl si l'on fait coïncider le demi-axe 00' avec la normale à celle 
surface, les valeurs précédentes de /icosX , ;>cosfi, pcott devront se confondra, au 
signe près, avec les projections algébriques do la pression extérieure appliquée b celte 
surface dans une direction normale. Donc , si l'on désigne alors par P la pression ex- 
térieure correspondante au point (®.y', *) , on aura encore 


(») 




' /icosïi = /^cnsa-p-Fcos^-|-£cosy , 


(3) 


pcosfi = fcosz-|-A<tosp -j-Dcosy , 


I pcosv = £cosa-4-Dcosp-|-Ccos7 . 


//cos»-j-£cos 3 -l-£coa 7 = — Pcosa , 


(4) 


Fcosa.-\-Bcoip-\-Dcos'/ = — £cosp , 
£cosï-f- Dcos^-j- Ccos 7 = — Pcosy . 


On ne doit pas oublier que ces dernières formules subsistent seulement pour les points 
situés sur les surfaces ci-dessus mentionnées. 


( 35o ) 

Il reste & faire voir commwit des équations (i) , (a) et (4) on peut déduire celles qui 
déterminent h un instant quelconque , dans l'état d’équilibre ou de mouvement, la forme 
de la plaque, et en particulier les divers cliangcments de forme de la surface courbe qui 
divisait primitivement l’épaisseur de la plaque en deux parties égales. Toutefois , comme 
la détermination de cette surface, que nous appellerons surface moyenne, s’eflectue de 
diverses manières, et entraîne des calculs plus ou moins étendus, suivant que l’on con- 
sidère une plaque élastique ou non élastique , d’une épaisseur constante ou d’une épais- 
seur variable , nous renverrons le développement de cet calculs aux paragraphes suivants. 


S a. Equaliont d'équilibre ou de mouvement d' une plaque naturellement pla 

cpaiueur comtante. 


tne et d’une 


Concevons que, dans l’état naturel de la plaque, les deux surfaces courbes qui la 
terminent se réduisent è deux plans parallèles séparés l’un de l’autre par une très-petite 
distance. Désignons par »i cette distance ou l’épaisseur naturelle de la plaque, et 
prenons pour plan des x , jr celui qui divisait primitivement cette épaisseur en deux 
parties égales. Supposons d’ailleurs que, dans le passage de l’état naturel à l’état d’équi- 
libre on de mouvement, les déplacements des molécules soient très-petits. La surface 
moyenne , après avoir coïncidé dans l’état naturel avec le plan des x , y , se courbera , 
en vertu du changement de forme de la plaque; mais son ordonnée restera très-petite. 
Représentons par f{xyy) cette ordonnée. Soient do plus x,y,e les coordonnées 
d’une molécule quelconque m de la plaque , et a la düTérence entre les ordonnées 
Z , f(x,y) comptées sur une même droite perpendiculaire au plan des x , y , en 
sorte qu’on ait généralement 

(5) • z = f{x,y)+s. 

Soient enfin 

(6) *x — 5, J — n, i — ; 

les coordonnées primitives de la molécule m, a, ; seront des fonctions de x, 
y, : , qui serviront è mesurer les déplacements de cette molécule parallèlement aux axes; 
et, si l’on considère ces déplacements comQie inliuiment petits du premier ordre, la 
fonction f(x,y'\ sera encore une quantité infiniment petite, ainsi que ses dérivées 
relatives à x et è y. Il est aisé d’en conclure , par des raisonnements semblables è 
ceux dont nous avons fait usage dans l’article précédent [page a4^]> <]oc, si l’on veut 
prendre pour variables indépendantes x , y et e au lieu de x , ^ et ; , il suffira 
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(T écrire dans les formules (i) et (a) la lettre t à la place de la lettre z. Ajoutons 
que, dans cette hypothèse, les formules (ï 8) de la page i GG continueront de fournir des 
valeurs très-approchées do ^ Par suite on trouvera, en supposant que la 

plaque reste eu équilibre , 


(7) 


/ dAdFdE 


dF dB dP J, 


dE dD , dC . _ 


et , en supposant que la plaque se meure , 


dA dF dE d'I 

— +-57+ ' 


(8) 


■ dx 
dF 


dB 


dD 


d'-n 


dx 


dy 


^ dt^^ ^ dt' ’ 


dE dD , dC . „ * rf'C 

77+ '“dF- 


» 


Quant aux formules ( 4 ) , il résulte des suppositions admises qu’elles donneront à trèS' 
peu près pour « = — s , et pour * = i , 

(9) £=o, 2 ) = o. , Cz= — P. 


En effet, dans l'état naturel, la plaque était renfermée entre deux plans parallèles au 
plan des x , jr et représentés par le^ équations 

(10) zz= — t, z = i. 

Or, en vertu des déplacements infiniment petits des molécules , ces deux plans se trans- 
forment en des surfaces courbes dont ils différent très-peu. Donc, si l’on désigne par 
Z , P , ■/ les angles que forme la normale à l'une do ces surfaces avec les demi-axes des 
X , y el Z positives , on aura sensiblement, c’est-è-dire , en négligeant des quantités in- 


Uniment petites , 



(>•) 

C05a = 0 , 

C0S^=0, COS7 = l. 
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Il est d’ailleurs évident que ces dernières formules permettront de réduire les équations 
(4) aux équations ( 9 ). Enfin , comme une droila primitivement perpendiculaire au plan 
des tu , y , et propre à mesurer la demi-épaisseur de la plaque dans l’état naturel, 
changera très-peu de longueur et do direction en vertu des déplacements des molécules , 
il est clair que, dans l’état d’éqiiilibrc ou do mouvement, — i , 1 seront è très- 

peu près les valeurs de « correspondantes aux deux surfaces qui termineront la plaque. 

Concevons maintenant que, dans les formules ( 7 ) et ( 9 ) , on développe les quantités 
A, B. Ci D . E , Fi X. y. Z. 


» 


considérées comme fonctions do sr , / et a , suivant les puissances ascendantes de la 
variable s ; et soient en conséquence 


M a 5 — Bo-f — +...| C = C^^CtS+C^ — + 

<1 Q 4 n 


(i5) D = D,+D,t+Dj—+D}-ô'+") E=: E,+E,s+E,~'t‘E3-Q+,., F=Fo+F,s+F,—+..; 


(i4) X=X.+X,t+X.^+..., r=h,+Y,t+Y.Ç+..., Z = Z.-t-Z,i-t-Z.-Ç.f 

Supposons d'ailleurs constantes la pression P et la densité A relative i l’état naturel 
de la plaque. La densité p , infiniment peu différente de a , pourra elle-même être 
regardée comme constante, et les formules ( 7 ) , qui doivent subsister, quel que soit s , 
donneront 


_ „ dAt. dF 1 . p ■ y 

— O, — — h-Ci + pA^i — O, etc..., 


(.5) 


dx ' dy 

dF„ , dB 


dx 


+ 




dx dj 

+ D.+pf’. = o, -^^ + -^-fZ). + pr. = o, etc.... 


dx dy 


dE« dD^ y-, fm dEt dût ^ rv dE% dût r* •j 

— +— -|.é;..fpZ.=o, — -P— +C,+pZ.=o, -^-pC,+pZ,=o, etc. j 


mais les formules ( 9 ) , qui doivent être vérifiées seulement pour a = — i et pour 
a = ê , donneront 
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I £, + E, Y -h = 0 , E, El — + elc. =o , 

(i6) I D, + D,~+etc.=o, K. + Oi-^ + clc. = 0 . 

I C.4-C, -4-etc.= — P. C. + C,^ + clc.=o. 

Il c»l imporUnl d’observer que, dans les formules précédenle' . les quanlilés 

/ y/ g, ^ m t E^ f 

( I ") I Fo . . fl. . 

f E.. fl. . C. . 

et 

(.8) Z, 

rcpK-senlent i.* les projections algébriques des pressions ou teniious exercées eoiilre des 
plans perpendiculaires aux axes coordonnés en un point du la ligne moyenne , a.* les pro- 
jections algébriques de la force accélératrice appliquée au même point. 

Il reste li montrer ce que deviennent les formules (i5) et (i6) dans le cas où la quan- 
tité s est très-petite. Or, si l’on néglige dans une première approximation tous les 
termes qui ont pour facteur t’ , comme on devra le faire eflectivement si , la quantité 
i étant du même ordre que les déplacements f , >i , C , on attribue au temps ( 
une valeur peu considérable, on tirera des formules (iG) 


(ig) E, = o, Z), = o,é7. = — P;- F, = o, D,—o, C, — o, 

puis des formules (i5) 


(ao) 

(îi) 


<IÀ. 


dF. 


dx 


dy 


■{•fX, — o , 


dF. 


dB. 


dx 


<iy 


+ pl. 


Z, = o. 


Les formules (ao) expriment les relations qui, dans le cas d’équilibre, subsistent en chaque 
point de la surface moyenne entre les projections algébriques de la force accéléralrire 
appliquée à ce point et des pressions exercées contre des plans perpendiculaires aux axes 

III .* aaKÉE. 45 
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des X et Quantà la formule (si), elle indique qu'une plaque, uaturellemoDt plane, 
et d'une épaisseur constante mais très-petite, ne peut rester en équilibre, après un 
changement de forme presque insensible, è moins que les forces accélératrices ne soient 
dirigées h très-peu près suirant des droites parallèles aux plans qui terminent la plaque. 
C’est ce qu’il était facile de prévoir. 

Supposons îi présent que la quantité c , quoique fort petite , devienne très-supérieure 
aux valeurs numériques des déplaeements >i , (. Pour obtenir une approximation 

nouvelle, il suQira de conserver dans les formules (i5) cl (iG) les termes proportionnels 
au carré de c , en continuant de négliger les puissances de < d'un degré supérieur 
au second. Ür, un opérant ainsi , on tirera des formules (iC) 


(îî) 


[ A-, = — -/f., n,z=--D,, C\ = -P — -C,/ 

i 3 a a 


— C._ — _Cj, 


Un conclura d’ailleurs des formules (i5), en supprimant dans la valeur de C, les 
termes proportionnels au carré do « , 

(aô) = = — 

Par suite on aura , en conservant dans le calcul les quantités de l’ordre de t ’ , 


(a6) 


f ‘ I 


d'F, , rf’B, 


Ofd'A, 

Il est important d’observer que les six quantités 


z>.=- 

a 

IdF. 

i*rf7 + 

dB. 

).G = 

rf’F, 


1 


dxdj 

^ \ rfx 

’ rfx 

vi 

nt Z, 

donnera 


• 

r)+4 

Z.+ ™ 

-|- s • 

rf^. 

dx ' 


, rfy. \ 

*■’— )l=”- 


Digitized by Google 


( 555 ) 


/»., B.i A., F., n,, 

rt'iil'ermécs Hans les premiers iMmbres des ë>|ualions (90) et (97) , sont les seules qui 
uniront orec la variable t et la constante i dans les valeurs approchées des pres- 
sions ou tensions 

A . B , Ci D. E, F 

quand on pousse l’approximation à l’égard de A , F , B jusqu’aux termes qui sont 
du mémo ordre que t , et h l’égard de E , D , C jusqu’aux termes qui sont do 
l’ordre de En efiet, les valeurs approchées dont il s’agit sont respectivement 

(98) A = A, + A,t, F = F. + F,t. B=^B. + B,s, 
et 

(99) = = = + = , 

(3o) C^C, + C,—. 

OU, ce qui revient au même. 


(Sx) C = — p + . 


I^s équations (90) et (97) sont les seules qui, dans le cas d'équilibre de la plaque 
solide, subsistent pour tous les points de la surface moyenne. Supposons maintenant la 
plaque terminée latéralement, dans son état naturel, par des plans perpendiculaires au 
plan des x , y , ou par une surface cylindrique dont les génératrices soient parallèles 
h l’axe des s. Si celte surface cylindrique est soumise à une pression normale dif- 
férente de P, alors , en désignant par 

a, P cl 7 = — 

1 

les angles que forme avec les demi-axes des æ , j' cl : positives la normale à la sur- 

face cylindrique prolongée en dehors do la plaque , et remplaçant , dans les équations (4). 
P par ç, C0S7 par zéro, on trouvera, pour tous les points situés sur le contour du 
la plaque. 
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(33) cosa + Fco»p = — ÿcosa, Fcosa + Bcosp = — (£*cos6, JEco8»+ Dcos^ = o ; 
puii , en combinant les ëqiiations (33) avec les formulef (i8) et (aij) , on en conclura 

(34) (^. + (i’)cosi + F’oCOS,^ = O , /‘\cosa (5o = O > 

(35) y/,COSa + ^iCOS? = 0, /'\cosi + 5,cos^ = o , 

et 

(36) £„COSa + /),cos3 = O , 
ou, CO qui revient au même. 


( 3 >) 


/ dÀ, 

1 

\ rfx 



COSa -f- ■ 



, dB, 

1 dx ^ 





COS^: 


Les cinq conditions exprinidcs par les formules (34) , (35) et ( 37 ) devront être remplies 
pour tous les points situés sur des portions libres de la surface cylindrique qui terminent 
latéralement la plaque donnée. Quant aux points situés sur des portions fixes de cette 
même surface , ils devront satisfaire 5 d’autres conditions que nous allons faire connaître. 

Soient 

1* â * ^ * 

(38) 5 = î.+Ç,s+ç, — + ... , » = ,.+>!,*+,, — + ..., t: = i:,+;.n.ç. — + ... 

a a a 


les développements de considérés comme fonctions de x,y et s suivant les 

puissances ascendantes de la variable ». I;, représenteront les déplacements 

du point (a;,y'] de la surface moyenne mesurés parallèlement aux axes coordonnés; 
et, en négligeant dans les valeurs de E . a , ï les termes proportionnels au carré de 
on aura simplement 


(3g) ï = Ç« + ÇiS) î:^i;, + i;,s. 

Cela posé, admettons qu’une portion de la surface cylindrique, qui terminait laléralenieut 
la plaque prise dans l’état naturel , devienne fixe, ou plutôt que, parmi les points situés 
sur une portion de cette surface , ceux qui appartiennent au contour de la surface moyenne 
deviennent fixes, les autres étant assiijétis de manière que chacun d’eux se trouve tou- 
jours placé sur une même génératrice de la surface cylindrique. On aura , pour les points 
situés sur la portion fixe de celte dernière surface, non-seulement 


(4o) 


Ç. = o, 


a, = 0 I 


5, 


O > 
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mais encore 5 = o cl n = o, 


(40 


( 53 ; ) 

quel que soit r . Par suite on tirera des formules (5g) 
$, = O , 11, =:o. 


Dans le cas particulier où la plaque solide est rectangulaire cl terminiS: latéralement 
par des plans perpendiculaires aux axes des æ et ^ , les formules (34) ■ (3<5) et (67) 
donnent i." pour les points situés sur la surface supposée libre do l'un des plans perpen- 
diculaires & l'axe des x , 


(4a) 

^. + <jf = o. 

F, = o 

(45) 

/#, = 0 , 
dA, , dF, 

F, = o 

(44) 

-1 

ftx dy 


a.* pour les peints situés sur la surface supposée libre de l’un des plans perpendiculaires 


i l’axe des jr , 
(45) 

B. + 9 = o, 

F. = o, 

(46) 

B, = a , 

F. = o, 

(4-) 

dF, dB, 

dx dy 

•f pr,=o. 


Si l'on veut considérer la plaque solide, non plus dans l'état d'équilibre, mais dans 
l’état de mouvement; il faudra, dans les équations (ao), (27) et dans la formule (37), 
remplacer les quantités 

(48) JT.: y.: Y., Z.. Z,. Z. 

par les dilTércnccs 


(4.J) 


d'n. d’n, d’X. d’Z, rf>Ç, 

dt’ ’ • dt’’ * df ’ ‘ df dr' 


Cela posé, on tirera 1.* des équations (ao) 
(5o) 


dj. , dF. , y d’I 
+ —Z — = P 


àig 


❖ 


df 


dF. ^ dB. 


dx 


<(r 


+ fr. = e 




t.* de réquatîon (37) , ea réduisant le polynomo 


( 538 ) 


r i ** ( Y I - 1 \ 

,, . «• Id'A, , (/•/’, d*B.\ ( i> / 

Y-{-^+^H^r+-^)+,\z. + ^Z. 


au fcul lerinc ç„ , 


, dX, , dY 
+ ^ — +-^—y 


. \ rf*c. 

-j =^1FF- 


S.* de U formule (37) 

, IdA, dF. '/rff, dB, . td'%, d'n. \ 

Ajoulons que , dans le cas du mouvement , les valeurs de E , D , C fournies par les 
équations (3i) et (3a) deviendront 

„ I ma, dF, „ .. ,, I MF, dB, d'n,\,. 

(S») rfFj (-rfT ^ ■-f-rfTT-) ' 

(54) c = -P + ±e[z,-^)(i'-.'). 


Supposons maintenant que la plaque donnée devienne élastique, et que son élasticité 
toit la même dans tous les sens. Alors, en adoptant les principes énoncés dans l’un des 
précédents articles [pages 177 et 178], et prenant x , y , z pour variables indépen- 
dantes, on trouvera 




k , K désignant deux quantités 
l’équation 



constantes, et u la dilatation du volume donnée par 


(56) 


£Ç £» rfC 

rfj d« ■ 


Par suite , si l’on fait pour plut de commodité 


( 5 /) 


A + K = 8/î, 
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fit, si l’on prend pour variable» iodépendanles x,y,t au lieu de x, y, z, on 
aura 


À 

K 

_ rfs , du 4 _ </; 

B 

K 

_ ^ 
dx dy dj * 

C _ 
K~ 

dx ^ 

^4.911 

dy ^ d. 

D 

_ 6-1 /da dî\ 

E 

_ 9-1 /dç d{\ 

F _ 

L2.I 


h— 

K 

“a U» rfyj ’ 

K 

a ( dj dj j ’ 


a \ 

dy ^ 

^ dx) 


Lorsque , dans lus formules (38), on substitue aux fonctions A , B , C , D , E , F 
f , n . ( leurs développements ordonnés snivant les puissances ascendantes do la variable 
J, alors, en égalant entre eux les coefllcients des puissances semblables de s, on 
trouve 



puis, en combinant les formules (Sq) , (6o) avec les équations (i g), on en conclut 
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( î 4 o ) 



=(-î)'-£+(-i)'' 

(fi 4 ) 


Donc , si 1 

l’on fuit pour abréger 

( 65 ) 

(8. 

nn aura 



riy 


(G6) 


^ , I dn.\ I’ „ , 1 rf{o\ /» 

(-ïr + imF]“ T’ 17^ + 177 ^)“T' 


• pn> 


0 

M 5 ,. 

e+i 

\ dy 


+ • 


r)- 


el 


/d{. 

• de.-j 

' di 

8+1 dj- ^ 




(6-) 


a 8+1 Wr rfi / 





1 ' 

V d»> ^ 

8+1 dy> J ’ 


8+1 rf*> ) 


ou , cc qui re+ieot au niûinc , 

( 08 ) 

I ^ 6 rf’ï» 

! F, = — pu’ — . 

' 6+1 dxdy 

Cela posé, les équations (ao) et (17) qui sont relatiresà l'équilibre d’une plaque solide, 
donneront , pour une plaque élastique , 


(•■• 9 ) 


Y*'’'” -1 

1- ' ” 

d’ï. , 

1 

6+a 


V dx' ^ 

~ a 6 + 1 

-^ + 

a 

6 + 1 

dxdjr 


h ’ ® 

d’so I 

1 

8 + a 

rf*ïo 

l dy- ^ 

a 8+1 

rfir* * 

a 

0 + 1 



■) + X. = o. 

■)+n = o. 


el 


, , . dH. , d*C\ ^ , «V,, , .dX, , </!•.■( 
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( 34 > ) 

De plus , en vertu des formules ( 34 ) > ( 55 ) et (37) , combiuées avec les équations (G 6 ) et 
( 68 ), on aura, pour tous les points situés sur une portion libre du contour de la plaque 
élastique , 


(-') 


(7») 


/rfïp 

J 

dntt 

\ 

■ i cos 3 t ' 

1 


.^)cossî--r. 

' dx 

^ 0+1 



1 0 + 1 ' 

[dy ^ 

dx P l 

f 

, ■ 


- 1 CAS A 

1 0 



\dy 

‘ O+i 

dx 


3 0+1 

\dy ^ 

— 7V 


/rf’Cs. 

I 

I rf’ 5 . 

1 ft 1 

0 

rf’Ç, , 


\ dx* 

0+1 dj* 

J Cü©* ^ 

0 + 1 

COSp — O • 

dxdy 



J 

I d'^. 

. 1 rnsA «L 

0 

rf’t, _ 



^ 0 

+ i dx* 


6+1 

dxdy 

if— 


’ç. 

\ a. _1_ 1 

r d’Ç. 


\ \ 


* ' tlxdy* 


^ dy' 

-jcos^) = ^iCO$a ^ 


Au contraire , pour tous les points situés sur une portion fixe du contour de la plaque , 
les valeurs des inconnues $<, , >1. , iiii devront satisfaire non-seulement aux conditions 
(4o) , mais encore aux formules (4i), ou , ce qui revient au même, aux deux suivantes: 


( 74 ) 




Dans le cas particulier oii la plaque élastique est rectangulaire et terminée latéralement 
par des plans perpendiculaires aux axes des x et y, les formules (71), (73), (78) 
donnent 1.* pour les points situés sur la surface supposée libre de l’un des plans perpen- 
diculaires & l'axe des æ , 


( 75 ) 

(76) 

(77) 



d>io \ 

\ dx ' 0+ 1 

"77/ 


1 /P 


rfS. . </>!« 

dj * dx ** ' 




rf-;. 




0 + 1 dy' 


= 0 , 


d'X,. 

dxdy 


= 0 , 



dH, s 

\ rfx’ ^ 

dxdy') 




a.* pour les points situés sur la surface supposée libre do l’un des plans perpendiculaires 
b l’axe des 7 , 

IlL* ARxée. 44 
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(78) 




f— — 

rff. , rfSo 

V dy 

' S-fi dx 

' f 


^ dx ’ 



1 



0 

w 9 ; 


dy' ' 9 + 1 

. 

dx' 

U t 

dxdy * 

(80) 


“*(■ 

d'X,. 

dx'dy 


• 


Si l'on déligne par « la tomme des deux premiers termes compris dans la valeur 
de U [voyez la formule ( 56 )] , et si l’on pote en coniéquence 


( 8 .) 



* exprimera évidemment la dilatation superficielle qu’éprouve , en vertu du changement 
de forme de la plaque , le plan mené par le point (a — Ç i y' ■“ v) parallèlement au 
plan des x , y. Si d’ailleurs on représente par 


(8a) 


V 




I* 


a 


•f- etc... , 


le développement de ■ considéré comme fonction des variables z ■ y , s > suivant 
les puissances ascendantes de t , on aura 


( 83 ) 




et les formules (66) , (67) donneront 
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( 345 ) 


De plu» , les équation» (69) deviendront 



et l’on conclura de ce» dernière», en le» combinant par voie d’addition , après avoir dif- 
férencié la première par rapport è as , et la seconde par rapport è y , 



Enfin l’équation (97) donnera 



Lorsque, dan» la formule (89) , on remet pour ». »a valeur tirée de I équation ( 84 ) . 
on ae trouve immédiatement ramené è la formule (70)’ 

Si l’on veut considérer la plaque élastique , non plu» dan» l’étal d’équilibre , mai» dan» 
l’état de mouvement , il faudra , dan» le» équation» (69) , (70) , (87) , (88) , et dan» le» 
formule» (73), (78), (81) , remplacer le» expre»»ion» ( 48 ) par le» expre»»ion» ( 49 )- Cela 
po»é , on tirera 1 .* de» équations (87) et (88) 



9.* do l’équation (70) , en réduisant le polynôme 




au seul terme C. , 
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(9*) 


a» — 
3 


MH. , 



4-1151-2 4-ilf 

\ dx* 

dx'dy* 

+ rfj-4 1 

^ dr 0 [ 


dX^ 

dx 




De plu», en «ubstiluant aux quautilés X, , ¥, , dan» le» formule» (73), (78) , (81), 
le» binôme» 


rf*5. __ y I rfU. y d’n, </>?, 

df dxdl' ’ ' dt' * ’ 


ou plutôt les valeurs approchées de ces binômes obtenues h l’aide de l’équation (9») , 
savoir. 


on trouvera 


^.+ 


dZ, 


dx 


y.-+ 




rfy 





Dans le cas particulier où la force accélératrice ? devient constante , les formules (91 ) 
et (92) SC réduisent h 



(97) 


Cl' 


/ rf<i;. 
T\ djc* 


rf<ç. 

1-^1- 

rf’ï. 

dx'dj' 

^ dy*J 

^ df 


Z. 


Si cette môme force accélératrice s’évanouit, la formule (97) donnera simplement 


(98) 


I* ,dK, . 


d<i:. 


dx'dy' 

^ dy* ) 


) + 


dt' 


Si d’ailleurs on considère un corps élastique comme un système de molécules qui agissent 
l’uno sur l’autre b do très-petites distances, alors, en supposant que l’élasticité reste la 
même dans tous les sens , et que les pressions supportées par la surface libre du corps 
dans l’état naturel se réduisent b zéro, on obtiendra, entre les constantes désignées par 
k cl par K dans la formule (Sy) , la relation 
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( 99 ) 


. ( 3545 ) 

k = iK. 


On aura donc par suite « — 5 , et l’on tirera des équations (go) , en attribuant des 
valeurs nulles aux forces X, , Y, , 


(loo) 


-(tI 



I4. 

5 

rf»o I 

_ rf’ï" 

k rfa:“ ' 

^ dj' 


8 

dx ) 

dt* ’ 

o-l-l 

^ rf’Do 

u-£^ 


5 

du, ) 

_ d*r.„ 

l 8 ’ 

^ dx* 



8 

dr r 

~~ dt *~ * 


Jtî 


Dans la même h3rpotlièse , si les pressions P , (? s’évanouissent avec la force f , 
les formules (71), (7a), (g3) donneront, pour les points situés sur des portions libres 
do la surface qui termine latéralement la plaque élastique, 


(' 01 ) 


' drta 


1 

iü-Usa + i-l 

rrfï. , 

rfHo 

T 

rfy ^ 8 ^ 


dx 

1 


'rfï. . 


T 


dx • 


(10a) 


(io3) 


/rf’!;, , 1 rf*c»\ . 3 


/rf’Ç. , I fl-4o » . , 3 d’Ç, 


I rf’C 


3 </’«. 


/ilïl. 

1 ■ Y 


^ dxdy'l 


4 dxdj 
dx'dy 


rfy’ 


Si la plaque élastique était rectangulaire et terminée latéralement par des plans perpqn- 
diculaires aux axes des a: et 7^ . les formules (101), (loa), (.o3) donneraient i.' pour 
la surface supposée libre do l’un des plans perpendiculaires il l'axe des x , 


(io4) 


(io5) 


(loC) 


, J_ rfa» 

rfx dj 


= 0 , 


d^» dïla 

dy dx 


O , 


£'1 — n 

dx' 4 ’ dxdy ** ’ 

d^XP rf'i:„ 

rfx 1 dxtty' ** ’ 
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( 546 ) 

a.’ pour la surface supposée libre de l’un des plans perpendiculaires à l’axe des y, 

(107) 

(108) 

('“9) TTT-+-rT-=o. 


rfno 

, 1 du 

dU 




dy 


rf*;. 

1 ' d’U 


d'U _ 

dy' 

4 * 








il est bon d’obserrer qu’en vertu do la second; des équations (io 5 ) ou (108), la condi- 
tion (106) pourra être réduite à 


(no) 


tix^ 


O 


et la condition (109) à 
(ni) 




O . 


La plupart des équations établies dans ce paragraphe, et particulièrement les formules 
(ao), (* 7 ), (34), (35), (36), (5o) , C5>)> (9°) • (9*)> (ga) sont extraites d'un Mémoire 
que j’ai présenté è l’Académie des Sciences le 6 octobre i 8 a 8 . Ces mêmes formules, ou 
du moins celles que l’on en tire en posant 9 = 3, se sont trouvées d’accord avec les 
formules contenues dans le Mémoire de M> Poisson , qui était sous presse è cette époque , 
et qui vient de paraître. Toutefois aux conditions ( 74 ), dont la première entraîne la 
seconde , lorsqu’on a égard à la dernière des formules (4o) , M. Poisson a joint une troi- 
sième condition qui disparaît d’elle-mëme dans le cas où la plaque élastique devient cir- 
culaire, et dont l’admission, dans les autres cas, nous parait sujette à quelques diffi- 
cultés. 

On peut aisément conclure de l’équation (g6) que la vitesse de son dans une plaque 
élastique d’une étendue indéfinie est précisément la valeur de o déterminée par la 
formule (65). Si d’ailleurs on suppose 9 = 3, on prouvera, comme dans l’article pré- 
cédent [page a6g] , que la vitesse dont il s’agit est à la vitesse du son, dans un corps 
solide élastique dont les trois dimensions sont indéfinies, dans le rapport de à 

= 3 . Si l’on attribuait au nombre 9 une valeur différente de 3 , le rapport 
entre les deux vitesses serait celui de è (/T* =9. 

L’équation (g8) a la même forme que celle qui a été trouvée sans démonstration dans 
les papiers de M. Lagrange , et qui a servi de base au| recherches publiées par M."' So- 
phie Germain dans un Mémoire sur les plaques élastiques couronné par l’institut en 1 8 1 5. 
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CooeeTODf mainteoaoi que l’on considère non plus une plaqne élastique, mais une 
plaque solide entièrement dénuée d’élasticité. Alors, en adoptant les principes énoncés 
dans l’un des précédenU articles [pages i85 et 186], et faisant pour abréger 

(li*) k + K = 8 K, a'=^e — .Iji-, 

on reconnaîtra que les formules (90) , (gs) doivent être remplacées par celles qu’on en 

déduit, quand on substitue, dans les premiers membres, aux inconnues ç, , , ç, , 

leurs dérivées relatives k t , savoir , 


et k la quantité 


l’expression 


Donc , si l’on pose 
(.13) , 


dt ’ "3T' 


dÇo I drta 


dt dt 


.ffo dito 



du. 

dt 


w.. 


les inconnues u. , v. , 0. , qui représenteront , au bont du temps t , les projec- 
tions algébriques de la vitesse d’un point situé sur la surface moyenne , devront satis- 
faire , quels que soient a; et / , aux équations 


(*» 4 ) 




(8 + .) + "^) +(* + *)■ 




(1.51 dim, d*m,\ dw. dX. dY,\ 

I :i.[ de* ** 

On tirera d’ailleurs des formules (U4) , combinées avec les formules (85) et (u3) , 


( 348 ) 


1 

n»l 

1 

H—) 1 

, dX. 

1 rfy. _ 

1 

(a. 


1 dx’ 

djr* ] 

' dx 


dt 


Kofiii , «i la force accélératrice s’éraaouit , lea équations ( 1 1 5) et ( 1 1 6 ) deviendront res- 
pectivement 


(»>7) 


(ii8) 


i* 1 

( dtw„ 

d*a. 

1 

>. ) , dm.. 

Tl 

i dx^ 

dx*dy* 


» ( + rff 




d[—) 

n’I 

1 w» / 

1 w/ / ] 

^ dt > ■ 

dx* 

l rfy* J 

dt 


Il sera également facile de trouver les conditions qui , dans le cas que nous considérons , 
devront être remplies pour les points situés sur le contour de la plaque solide. 


Nous renverrons à un autre article l'intégration des équations dilTérentielles obtenues 
dans ce paragraphe. 


3 3. Sur lu iquatùms d’équilibre ou de mouvement <Cune plaque tolide naturellement 
plane , maie d'une épaiueur variable. 

Dans le paragraphe précédent, nous avons regardé comme constante l’épaisseur as 
de ta plaque solide. Supposons maintenant que cette épaisseur varie ; mais admettons , 
pour plus de simplicité , qu’étant toujours très-petite , elle se trouve primitivement divisée 
en deux parties égales pour le plan des x , y. i deviendra une fonction des coor- 
données X , jr , et la plaque solide sera renfermée , dans l'état naturel , entre deux 
surfaces courbes représentées par les équations (lo). D’ailleurs, si l’on nomme “ , p , 
7 les angles formés par la normale è l'une de ces surfaces avec les demi-axes des coor- 
données positives, on aura 


(*'9) 


(^) m 


cosp 




■ COS7. 


De plus, si l’on continue de regarder comme infiniment petits les déplacements des mo- 
lécules , et , si l’on détermine toujours la variable s par l’équation (â) , les formules 
(1 ig) subsisteront encore après les déplacements dont il s’agit, la première pour s= — t , 
la srconde pour ez=i. Par conséquent on tirera des formules (4) pour — ‘ 
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( ) ■ 




(iiin) • 




V.* pour < = I 




(>»') 




P = o, 

tlx tiy 


EnUn. ti l’oD divelopfip I«* ^uwlii^ 4, B, C, D, B, F, X, Y, £ «ui«»ni 
le« puwMnce* uccodanle* de t l’aide des 'd^veliont (is), (lô), (i4) , on trouvera ,• 
au lieu des formules (i6) , 

E, + E, — -Jt... + [4, + ...)i — = O , 


!■»>) 


— + ... 4- (E, +..,)i-^ + {B, + ..,){■— = €< , 


ri 


c. + c.^ + ..: + (fc-,+ ...); £ 4- (O. + _ P . 


(•>:. 


/ * i* 



• 






dy ' i dr 

di P di 

~<fy i dy 


<fy 


|Hlis,on en conclura, eu na^gligeenl déni une première approximation^s termes dn 

même ordre que la fonction • cl scs dérivées — -, — - , 

dz dy 


(is4) 


E, = o, f>.=BO, C. = o,. 


ill.* AXNéK. 


4.Î 
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OIn posé, les formules (lo) devroot £lr« rempl'aeées par les suivantes 


(nG) 



dF. . ( 

dx 

^ dy 1 ( 






Quant il la formule (»i)> continuera d’être fournie par lo première approximation. 
Mais elle acquerra de nonveaux lernaes, si l’on a recours k nne approximation nouvelle. 
Concevons en efletque, dans les formules (i*a), (laS), on conserve les termes pro- 
portionnels au carré de On tirera de ces formules 


{»:) 


I» di di <* — „ . ,» . 

1 E, = --E, — A,i — ~F.i-, = — — — 

C. = — P — -C,—E,i^^D,i~. 

a dx dy 


(iï8) 


r M ^ -i-II — C 

Ct = At -T— + s r , — - -7- + S" • 

, dx* dx dy dy* o 


pui^ OU conclura de cellci-ci, combinées avec les équalioiis (i5) les deux première.^ «le» 
èquAlions (ia5) et les é(|ualîon6 (>>6)» 


(>»9) I 


{^A 


\ dx 

rfr ^ 

/rfF. 


\ dx 

^ dy ^ 




^+( ï. rf/ a rfïrfr) » <<y') ' 
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(iSuJ 


f/X. __ 

‘iy.\ 


rf*«. \ 

dx 

dy J 

' 0 \ dx* flxdy ' 

^ rfv* ) 


I _L J I K- 'i n jfiL 


e/s* ^ * dx (iy * * dy"' 

Par ftuilc celle de» équation» (i5) qui renferme la quanülé 6', donnera 

I + ? J ^ 4- ^ j = 

De plu), comme In roriable t comprise dans les équations (la), (i3], (i4) est un* 
qunnlilé du môme ordre que t , on tirera de ces équations combinées arec les deux 
premières des formules (ia5), et arec les équations ( 137 ), (lag), (i5q), i.*en négligeant 
dans les développcmcnls de A, P, B, les puissances de t supérieures S la première 


(38) 


A = A,-^A,i, F = F,-{-F,s, B = 


ts>) { 


3.* en négligeant , dans les déreioppemenls de E,'D, C, les puissances de i su- 
périeures è la seconde • 

= E. -I- 1> -I- K. ^ = E. -I- ï.< — A- (.<. i -t- f , 


(. 55 ) 


. .. •%, * Ta SA ». de 
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Outre lei équationi (i s6) et (i 3i) qui. daas le cas d’équilibre d'une plaque solide , sub- 
sistent pour toua lea points de la surface moyennoT il en est d’aii|^s qui sont relatives 
au contour do celle plaque, et que nous allons faire connaître. Supposons toujours In 
plaque terminée latéralement par une .surface cylindrique dont les génératrices restent ' 
perpendiculaires au plan des x, y. Soient 

», P, et 7 =.l • » 

3 


les angles foriués par la normale è cette surface avec les demi-axes des coordonnées po- 
sitives; et concevons que l'on développe £, ; suivant les puissances ascendantes 

de la variable s h l’aide des formules (38). En raisonnant comme dans le $ a , on 
prouvera que les conditions (4o), (4i) doivent être vérifiées pour tous les points du la 
surface moyenne situés sur d$s portions fixes du contour de la plaque , et les formules 
(33) po'ur tous les points de la surface moyenne situés sur des portions libres du même 
contour. D’ailleurs , en substituant dans les formules (33) les valeurs du A , F , B , 
D ,.E fournies par les équations (s8) , (i32) , et supposant, pour plus de simplicité, 
(0 — P , on retrouvera encore les conditions (34) . (53) et { 57 ). 

Si l’on veut considérer la plaque solide , non plus dans l'état d’équilibre , mais dans 
l'état de mouvement, il faudra, dans les équations (lafi), (i3i)ct ( 37 ) , remplacer les 
quantités (48) par les expressions (49). Cela posé , on tirera dus équations (12Ü) 


/ d/t, dF. 


di 


di 


(i54) 


ds 


<<r 




dy 


dW 


dt„ dB. I I ^ di I d'a. 


et de l'équation (iji), en, réduisant le polynôme 




di, , da. 


1 — ^ -1- a 
dx I 


nii seul terme , 


(.3.3) 


i* I d'M, ^ d' F, , d'B, \ , rf*i ’ , „ **d’i , „ d>r ( 

3 l d*« dsdÿ dj' ) dx* dxdy 

. ,-lr I V 1 l V I 

+ , jz.+ K. + = 

Quant k l’équation (Sy), elle devra èlée remplacée par la formule (fia). 
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SuppoiODS uaiatenaiit que la lame pi oposéo devienne élatliquc , et que sou élaslicile 
toit la ménve dana tous les tons. Alors, en adoptant les mémos notations que dans le se- 
cond paraf^rapbe, et combinant les formules (Sg) , (Go) avec les équations^ (is4], (ia5), 
on rolroavera les valeurs de ï. , , Ç, et Ç, déterminées par les formules (Gi), (Ga). 

et lus valeurs de A., F,, B,, A,, F,; B, déterminées par les formules (GG), 
(G8), tandis que les quantités , », acquerront de» valeurs nouvelles. Cela posé , s’il v 
a équilibre, les équations (laG) et (i3i) donneront 


d'I, 4 

9 + a d’»„ ip 


*/*!« 

— + _L_ 


rft’ ^ aS+a 

dy’ ^ aS+a itzdj |L 

Vé/iP 6+1 

5^ J 

dx ^ a9+a 

^ dx) ily\ 


(iS«) / 


(</’»« 6 d' 

I aO+a (ùc* 


+ x.= 

d'I. 

\ dxdy 


^-\ P \ di 

0 P 4 dr ^ 

■». i + 2 lr/d„„ I 0 ,du 

ix’ aO+a «+i 

J. K — ^ 

* “ 0 ~ T 

3 V dx'dj' dj‘> j 


!f— + 


d*i 

a9 

</’C. 

du /</■<„ 1 

rf’Ço \ du 1 

1 1'**' 

9+1 rfv’ j 

dx* 

^ 9+1 

dxdjr 

dl(fy \ rfy* ■‘■9+, 

dx* j dy* j 

= 



l 4 l 

^ dX, dY,\ 



Si , au contraire , la lame élastique se meut, on tirera des équations (i34) et fi35) 



^ il* 

(r/’îo 9 rf’5, e+a rf*»„ I. 

-/du 

1 

i/».\ di 9 

/'/{» rf»„\rfi,| 


j dm* a 6 +* tfy* ^ iQ+a dxéfy i | 


^ 6+1 

<fy } dx* a9+a 

\_rfy * dx j îÿ J ( 




6-1 

P i 

di 


(.58)1 


* dr * 

9 

P i 

dx ’ 



a* 

d*nQ 6 * d*nt * 6 +» d*^ i- 

./</». 

1 

M mm^rnrn 

yç.A di 9 1 

IdU f/»,\rfiij 
idjr * dx j dxJ j 



rf»* 1*^30+» dj* ^90+a <Ixtfy i[ 


^ 6+1 

dx }(fy* a9+a 1 


, K _ «-I P I di 
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,/<ç„ 

^ 4 » » — I * • T y ~ I 

I I il'^^\ihi as rf’ï, </*(■ /(/‘i;,, 1 \ rf»< j 

I i \ <At’ ^9 + 1 ‘ly' j «fr’ ^ 6+1 rfxify lixtfy * \ * 6 + 1 dr' ) dy’ j 


'/’Ç. „ ./,. ili „ rfi\ <"/v 


<tX, dY, 
+ a t— t + a 


dx 




•)■ 


Si l’on admet la relation établie par la formule (99) mire Ici ijiianlilés k et A' , 
un aura 6 £= 5 . Alori , en auppoiant conitantoi la direction et l’inteoiité de la force 
accélératrice f , on conclura dei formulci (i 58 ) , (139) 

I d’J„ 5 rf’Ç„ 5 rf’«„ / dj, 1 du, \ ‘4I(‘) 3 / (/{„ dr,., \ dl(i) | 

^ dx* H dj * 8 rfxrfj 1 14 J k dy j dx 8 \ dy dx j dy \ 


y d'U 6-1 P i/l(i) 

rf/* 9 n rfx ’ 




i/’», 5 rf’i, 5 </’{, 


( dy 


:ii ^ 

• ^ 8 


dx' 


8 dxdv 


U Idn, I rfl(<) 5 /(/;„ rfa, Wl(i) ) 

Iv \ rfy ^ dx ) dy 8 \ rfjr dxldx) 


, y _ d’a. 6-1 f* rfl(<) 
rfc "*■ . 6 f rf/ ■ 


, i* ,-rf4î„ rft;. 

o.-i 

irf’CW’i 3rfSorf*< [' 

l ** 3 \ rfjr** * rf.r’rfy 


! \ rfr ■ ^ 4 ^^'1 ^ âxdj ^ \ 

(■10 




rfl ■ 


= 2. 


Kniin, «i l’un suppose ^ = 0, P = o, et 

(i 4 ») ‘==c(i 4-aa:4-fry) , ' ^ 

fl, 6, c désignant trois quantité! conilantei , les équations (idi^, (i4t) donnèrent 
. respcclitemenl 




’d’U 

5 

d'i. 

5 

d'no\ 

«’ («1 

M 5 .. 

t 

rf«.\ 

+-4 

!<n. 

■+— ^ ! 


dx' 

*8 

dr 

’^s 

dsdj:} 

i+«.r+*j' ( 

[ dx 

4 

dy) 

8 

W(r 

dx ) j 

1 dr ' 

’d'T., 

• 3 


5 



fdn„ 

1 

. J. — 

î}i\ 

3 

[ dl. 

+ — '! ! 

1 d'rt„ 

i «(r’ 

8 

dx' 

■•■s 

dxdyj 

l-fflai+ij' j 

l<o- 


dx) 

+ 8 " 

i«o- 

dx j j 

dr ‘ 
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’ ■*■ bir + * rfïT^ + ■ 


Les liqualioiis (lôO), (iS;), ou (i58), (iSq), ul lus suivanlef sont Celles qui, dans 
l’élal d’équililirc on de mnnvcment, aubsislent pour tous les points d’une plaque élastique 
dont l’épaisseur ust variable. Quant aux formules qui doivent être vériGées pour les points 
situés sur le contour de la plaque, elles ne difibroni pas de celles que nous avons obtenues, 
dans le <5 « . en suppos.int l’épaisseur constante. 
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SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 


Considérons une verge solide qui , dans l'état naturel , ait pour axe une ligne droit'- 
ou une courbe plane. Supposons d'ailleurs que la section Taitc dans la verge par un plan 
perpendiculaire & l'axe soit un rectangle dont les deux côtés restent constamment paral- 
lèles è l'uu des plans menés par cet axe, ou au seul plan qui le renferme. La verge dont 
il s'agit deviendra ce que nous appellerons une vergo rectangulaire, et son épaisseur 
a/: nu at mesurée parallèlement ou perpeadiculairement au plan qui renferme l'axe 
ne sera antre chose que l'un des côtés du rectangle ci-dessus mentionné. Au reste, 1rs 
épaisseurs ih , ai, que nous regarderons comme très- petites , pourront demeurer 
constantes, ou varier d'un point do l'axe à un autre, suivant une loi quelconque. 

ü'après ce qu'on vient de dire, une verge rectangulaire ne diffère pas d'une plaque 
solide qui serait naturellement plane et terminée latéralement par deux surfaces cylin- 
driques très- rapprochées l'une de l'autre. Si d’ailleurs on suppose que cette plaque solidr 
ilevicnne élastique, et offre la même élasticité dans tous les sens; si déplus, en adoptant 
1rs notations et le#principes exposés dans Tarticle précédent , on continue de prendre 
. pour plan des x, y celui qui divisait primitivement l'épaisseur ai delà plaque 
élastique en deux parties égales; les déplacements (, , », d'un point de la surface 
moyenne, mesurés parallèlement aux axes des x cl y, devront, dans le cas d'équi- 
libre. acquérir des valeurs telles que les formules (ao) de la page 55i , savoir, 


• + f> V. = 


rff. rffl, 

rfx (/y 


-► ? y, = O , 


rt les formules (54) de la page (35C) . savoir, 

(a) t <j,’)cosa -|- f’.COS?= O , /'’.cos» + (B. + (P)cos^=.o 

soient vériGées, les deux premières, pour tous les points situi^siir la surface moyenne de 
la plaque, et les deux dernières pour tous les points situés sur le contour de cette sur 
face, A,, F,, B, étant des fonctions du x,y déterminées par les équations (03) 
de la page 35<) , ou , ce qui revient nu même , par les suivantes 
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Il Ost csicnliel do ruppclrr quo, dans ces équalions, désigne la densité de la plaque 
regardée comme constante , A'., Y, les projections algébriques , sur les axes des x 

et y, de la force accélératrice appliquée à un point quelconque do la surface moyenne , et 
a. P les angles formés , avec les demi -axes des x cl y positives . par la normale 
élevée dans le plan des x , y sur lu contour do cette surface. 

Supposons maiptenant la plaque élastique renfermée cotre deux surfaces cylindriques 
trés-voisioes , et réduite par ce moyen à une verge rectangulaire dont l’épaisseur, me- 
surée parallèlement au plan des x , y , soit égale è a A . Désignons , comme dans 
l’article précédent, par les déplacements parallèles aux axes d’une molécule 

quelconque m qui correspond, dans l'état d’équilibre, aux coordonnées x , y, 
par X , y , Z les projections algébriques de la force accélératrice appliquée è cette 
molécule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des 
pressions ou tensions exercées au point (x,y,t) contre trois plans parallèles aux plans 
coordonnés. Soient de plus r, r' les distances comprises, d.ins l’état d'équilibre , 
1 .* entre l’axe do la verge et la droite menée par la molécule m parallèlement è l’axe 
des : , 3.* entre la molécule m et le point de la même droite qui so trouvait pri- 

mitivement renfermé dans le plan des x, y. Enlln coucevons que l’on développe les 
quantités 5, a, C, X, V, Z,A,B,C,D,E, F, considérées comme fonc- 
tions do X , r et r' , snivant les puissances ascendantes de r , r' ; et joignons eu 
conséquence è la formule 


( 4 ) 


5 = ï..o-f-Ç.,.r -|-Ç.„r'-1 + »Ç.„rr' + 5.„r'*) -j-etc.... 


toutes celles qu’on en déduit quand on y remplace la lettre i par l’une des lettres 
Ji , ; , Af , Y, Z , A , B , C , D , E , F, Les fonctions de x et de , désignées, 
dans les formules (i), (s), (5), par Ç, , a, , A„ , E. , //« . F,, B,, se confondront 
arec les valeurs do Ç , n , X, Y, A, F, B correspondantes è r' = o. Donc 
elles seront données par des équations de la forme A 

r* I 

(5) î. = ?... + — etc... , a. = 1 ... -H>i.,.r-t->).,.-^-|-ctc 

Remarquons d’ailleurs quo les deux quantités désignées par ,,, , a... dans les éqna- 

IIL* A.xniB. 4C 
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lions (4) et (5) sont précisément les valeurs de ; et de n correspondantes h un point 
situé sur l'axu de la verge. 

En résumé, l’on voit que, dans le cas d'équililire de la verge rectangulaire, les dé- 
placements , X, d’une molécule primitivement renfermée dans le plan des su , f , 
cl les déplacements d’un point primitivement situé sur l'axe se déduiront 

des formules (i) , (i) , (5) , (5), dont la première cl les deux dernières devront être vé- 
rifiées pour tous les points de la section faite dans la verge par le plan des x , y. tan- 
dis que la seconde devra être vérifiée pour tous les points situés sur le contour de celte 
même section. Or les formules (i) , (a) , (3) , (5) sont entièrement semblables aux for- 
mules (i), (4), (58i), (as) de l’avant-dernier article; et, pour tirer les unes des 
autres, il sufllt de remplacer /# , F, B, X , K, Ç, x par A,, F,, B,, X, , 

P 6-1 

l'. . ïo , X. . P par Ç, n par — , K par — — K , 0 par * + • • 5» * 

Çi » Ç» ••• t Xo • X, , iîi par , fi,« , Çi,« , x*,o , x, , x,,« ..••• Gela posé , en 
tenant compte des observations faites è la page 027 , on pourra immédiatement trans- 
former celles des équations de l’avanlKlcrnicr article qui déterminent les valeurs de , 
Xo , relatives h l'équilibre d’une lame élastique droite ou courbe d'épaisseur constante ou 
variable , de manière è obtenir lot équations qui fourniraient les valeurs de , x»,. 
relatives & l’équilibre d’une verge élastique et rectangulaire, pourvu que cette lame et 
celle verge, prises dans l’état naturel cl coupées par le plan des x , j' , ofifrent toutes 
deux la môme section. Si, pour plus de simplicité, on suppose les dilTércntes faces de 
h verge élastique soumises dans tous leurs points il une seule pression extérieure, on 
devra réduire ^ h P, et alors, pour clTectucr la transformation dont il s’agit, il sulUra 
de remplacer dans les formules (Go) , (61) , (6^) , (G7) , ( 68 ) , (69) , ( 71 ) , ( 72 ) , (99), 
( 100 ), etc.... do l’arant-dornier article, Y,, Y,, Y, par , 

6 — 1 

X.,. , , X,,., , Y.„, K par — —K , 0 par S -f 1 , enfin P 

0-1 P 

par P-|-n=ï— — P, la valeur de il ëtanl — — • Donc* si l’on considère 

l'équilibre d’une verge rectangulaire, qui, dans l’état naturel, étant droite et d’une 
épaisseur constante , aurait pour axe l'axe des x , les déplacements d’un point de 
l'axo , mesurés parallèlement aux coordonnées x cl y , seront déterminés par les 
équations 

(ti) , = O, 

(7) 

dans lesquelles 


d*x„» 

dx^ 




. + » 


dX,^ 

dx 
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9im I -^1 »• * 


y,.. 


désigneront les vnlenrs de 


A'. 


<tx 
<h ' 


y. 


d'Y 
rfr’ ’ 


correspondantes du point dont il s'agit, et une quantité propre !i vérifier, non plus 
la Tormule (Gs) de la page «58 , mais la suivante 


C-i K 

~T* 

_K 
f 

Ajoutoni que les conditions relatives aux extrémités de la verge se déduiront des for- 
mules (67), (68), (69), (71), (7a) [pages iSq et 360], et seront respectivement i,* pour 
une extrémité fixe 

(fl) î»» = O > 




en sorte qu'on trouvera 

( 8 ) \ 


a* : 


(9.i)(9+a) 


9 -f 1 


(. 0 ) 


«0.1,= O , 


3.* pour une extrémité mobile 


(>>) 


fl* 


dS.,0 

dx 



9-1 P 

9 -H P ' 


(I9) 


d'n,„ 


dx‘ 


■O, 




dx 


|»p V 

7 ~ — 


Si, dans Pétot natnrri, fai verge élastique, ayant tonjom pour axe l’axe des xi 
offrait une épaisseur 3 A variable d'un point de l'axe A un autre, il faudrait aux équa- 
tions (6) et (7) substituer celles que l'on tire des équations (i5i), (iSs) de la page s8i 

9 - 1 

en remplaçant i, , u. per Ç,,. , a.„ , 9 par 9 -J- 1, et P per — j — P. On aérait 

donc alors , pour un point quelconque de l’axe , 


(i 3 ) 


1 d'U,. 

1 tih 

du, 9 \ 

( dx’ 

"T 

dx j 


j + -^01 


9-1 P dh 

l-fi pA dx 
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l- 


d'h 

d'T.^„ \ 

u 

djc* 

rfx* 

dx' ) 




Concevons cnfln que, dans l'état naturel, la verge élastique, douée d'une épaisseur 
constante, offre pour axe une courbe plane, et que le plan de la courbe coïncide avec 
celui des x.jr. Si l'on nomme s l’arc de cette courbe , s son rayon de courbure , 
T son inclinaison par rapport à l’axe des x , si d’ailleurs on pose 

(15) 7 = ÇcosT + iisinT , i = acosT — Çsinr, 

(16) ^5 = ,ïoost+ ysint , cA.= ycosT — ,^sinT, 


et si l’on désigne par •/... . . ^..o les valeurs de y, S , S . corres- 
pondantes à des valeurs nullcs do r, r', les quantités -/o,. , représenteront 

les déplacements d’un point de la courbe, mesurés dans le sens de la tangente cl de la 
normale; puis, en faisant pour abréger. 


('7) 



(•«) 






ds 


tis 


O*® ^ V"*** 


et remplaçant I.* — P par P > *•” A. par iA,„ , on tirera des formules 

(a6o) et (i85) de la page 3o8 


(•9) 

(îo) 


9-1 P 

ll'l + ‘cR.,. +-T =0 , 

O + i P 


d*J 

L — 

du 

Li. 

d,* 

d4 


V ds' ) 


la valeur de ^ étant fixée, non plus h l’aide de l’équation (a8a) [page 3o8], mais i> 
l’aide de celle qu'on en déduit en substituant aux quantités 


( 21 ) ■ _ 

P 

So, s., 

les quantités 



(»») 

t 



fournies par les déraloppeaenla de et de ,S suivant les puissances ascendantes do 


Digitized by Google 


( 5Gi ) 

r el do r'. Il sera également facile de trouver les couditions qui devront être remplies 
pour une cxlréuiité libre nu pour une extrémité fixe de la verge élastique en équilibre. 
En efl'et, s'il s’agit d’une extrémité fixe, les formules (s 5 o), ^aâi) cl (: 84 ) des pages 
(Soa) et (ôog) donneront 

(a 3 ) = O , 


(» 4 ) 



Quant aux conditions relatives b une extrémité libre, ou les obtiendra en remplaçant, 
dans les formules (aSâ) , (s8C), (a88) de la page ôog, 0 par , et les quantités 
(il) par les quantités (21). 

Si l’on voulait considérer une verge élastique el rectangulaire, non plus dans l'état 
d’équilibre , mais dans l’état de mouvement , il faudrait , en regardant cette verge comme 
une plaque solide dont la largeur serait très-petite, substituer aux formules (i) les for- 
mules ( 5 o) de la page ôô^, savoir. 


(i 5 ) 


dA. dF. 

dx tiy 




d'I. 
df ’ 




rft* ■ 


Or, ces dernières étant semblables aux formules (t 5 ) de l’avant-dernier article, il est 
clair que, dans l’état de mouvement , les équations propres à fournir les valeurs de 
et a.„ , ou du et S,„ , pour une verge élastique rectangulaire, se déduiront 
des équations propres b fournir les valeurs de I. el n, ou de y, et i , , pour une 
lame élastique , b l’aide des mêmes transformations que nous avons opérées dans le cas 
de l’équilibre. Ainsi, par exemple, en remplaçant, dans les formules (81} el (8g) des 
pages î 63 el 164, Ç, , a. . JT. , par , s.,., X„. , X,,., 

y.,0 , y.,., I,.., on trouvera, pour tous les points situés sur l’axe d’une verge rec- 
tangulaire naturellement droite et d’une épaisseur constante, 


(16) 


d^nto 


dx' 


-f- x,„ — . 




rfr 


(* 7 ) 




r/x-t 


^*ïïn** 




dx / " 


Ajoutons que les conditions (g) et (10) ou (1 1) et (11) , établies dans le cas d’équilibre , 
el relatives b une extrémité Gxo ou b une extrémité libre de la verge, continueront de 
substituer dans l’état de mouvement, excepté la dernière des conditions (11), qui devra 
être remplacée par une autre déduite de la formule (gi) tpoge *64], savoir. 
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, y J i/y 0)0 


rf-r * ■ ' rfx 

Lorsque la force y est constante et constamment parallèle 5 elle-même, on a 
x,,. = o, A„„=o; y„,. = y, }',„ = o, y,„=oi 

et les ëqualioDs (s6), {ay) deviennent 

„ d’Ço)» 


(*9) 

(3o) 


dx' 


■ x=. 


<tt' 


</x< rft* 


Alors aussi, en réunissant la première des conditions (lï) à la condition (s8) . on trmivc 
pour une extrémité libre de la verge élastique en mouvement 


(3i) 

rf’So,, 

Il f> 

d'r..„ 

dx* * 

dx^ ^ 

Dons lo CSS psrticulior ou la force accélératrice s'évanouit , 
nent simplement 

(3.) 

n* - 

_ rf’ïo,. 

dx' 

dt* ’ 

(33) 



® rfx4 

^ dt* ~~ 


Si la verge élastique en mouvement était supposée naturellement droite, mais d’une 
épaisseur variable, alors, en remplaçant dans les formules (i53) et (187) des pages a8i 

et ï8s {„ par Ç,„ , n. par n,,» , — - — P par on trouverait, au bout d’un 

temps quelconque t, et pour tous les points de l’axe. 


(34) 


/ l_ dh dj„,, \ 6-1 P_^_ d’i,,<, 

V rfx* h dx dx )' 0+1 pA dx dt' ’ 


(55) a>/i( 


3 àx* àx 


r)- 


dt' 


A> 




+ 2 • 


dx 
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Lorsque dani ces'dernièrea formulea on réduit à léro la pression P 


que 

la force accélératrice 

a 

0 

0 - 

en conclut 


(36) 

ti»/- 

d'U,. 

I dh 

di«,„ ^ 

1— ‘'•fo.o 

1 

rfx* 

h dx 

dx J 

' dt’ ’ 

( 37 ) 

n’Af— 


d’h 

U * 1]nf« ^ ^ 

'3 

à JC* 

dx* 

dx* 

dt’ 


en même temps 


Si de plus on supposait la rerge terminée du côté des y posilires et du côté des y 
négatives par doux surfaces planes, la demi -épaisseur /«, mesurée parallèlement è 
l’axe des y , serait donnée par une équation do la forme 

(^8) A = 6(i -f- (St) , • 

b , e désignant deux quantités (mnsUntes , et les équations (56) , (5;) deviendraient 


(39) 


V rfx* 1 + ar dx / "*" dt* * 


m 


_(.+t(t).^_ 


dt* 


O a 


Enfin , si la verge élastique en mouvement est une verge rectangulaire , naturellement 
courbe et d’une épaisseur constante , on tirera des formules ( 299 ), (3oo), (Soi), (3o4) de 
l’avant-dermer article, convenablement modifiées , 


(40 

(4*) 

(43) 

(44) 


r\t I 

<U d$ 'dt' 


ii'I -f- -f- 


-I P 


0+1 


dn 


U’ V o+, ;r/— 

rf(t Jo..) ■ 


-.f d<>J dx. d^J , 1 d'J\ 
\ rfj rfi* * ds* j 


7««- 


Us 




Un 


puis , en supposant la force accélératrice et la pressron P réduites A zéro , on trouvera 
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( 364 ) 


(45) 




(46) 

dt 

dn ' 


(4") 


n*( 

\ 


_ d‘I 
rft* 

(48) 


1 1 

I d‘J 

d* 


ds ds^ 

X, rfj * 

)= — 


d'S,. 

rf/> 


</!■ 


Cc! dernières équations subsistent, dans l’hypothèse admise, pour tous les points situés 
sur l’axe de la verge élastique. Quant aux conditions relatives è scs deux extrémités , 
elles coïncideront, pou? une extrémité fixe, avec les formules (îî), (a4) > pour une 
extrémité libre avec les formules (544) > (545) , (555) do l’avant-dernier article , savoir , 


(49) 




O , 


(5o) 



rfj’ 


O . 


Ajoutons que. si le rayon de courbure v devient constant, la formule (55C) de la 
page 5ït donnera 


(5.) 



I ■ t \ 

rfj® t,* rfs> j 



^*7'*»*' ) 

* ) 


Ht' 


Les diverses équations ci-dessus établies déterminent, dans l’état d'équilibre ou de 
mouvement d’une vci^e élastique et rectangulaire, d'une épaisseur constante ou d'une 
épaisseur variable , et dont l’axe droit ou courbe est renfermé dans le plan des x , y , 
les déplacements ou d’un point de l’axe mesurés parallèlement 

è ce plan. Si l’on voulait déterminer en outre le déplacement C.,. d’un point de l’axe 
dans le sens de la coordonnée z , ou même les déplacements f , s , C d’un point 
quelconque , on y parviendrait sans peine en remplaçant r par r' dans les formules 
de l’article précédent , puis en développant les quantités A , B , C , D , E , F , E, 
s , ; suivant les puissances ascendantes de r, r', et par conséquent les quantités 

A., A., A B. , B.. B, . ... C., C,. C., ... D,, D,. D,, ... B, , E, . 

E F,, F, , F , , ... , Ç, , ï, >!. 1 s. , , ... suivant les puissances as- 

cendantes de r. Parmi les formules ainsi obtenues, celles qui détermineront la valeur 
de t|,„ , dans l’état d’équilibre ou de mouvement d’une verge droite, d'uno épaisseur 
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conitantn oa Tariabli% coïncideront éfidemtnent arec celles que l’on déduirait des équa- 
tions {7), (10) , (la), (i 4 ). (a?). (•’»). ( 3 i)i ( 53 )f en substituant aux lettres h , n 
et Y les lettres t , Ç et X, 

Je terminerai cet article en indiquant quelques applications des formules qu’il renferme. 

Observons d’abord que, dans le cas oü l’on suppose nulle la pression P et la force 
accélératrice <p , les formules propres h déterminer les valeurs do ;.,o , ou de 
7..« , . pendant le mouvement d’une verge élastique rectangulaire, sont entièrement 

semblables aux formules de l’avant-dernier article qui déterminaient les valeurs de , 

«O ou y, , 3 , pendant le mouvement d'une lame élastique. Par conséquent, dans celte 
hypothèse, les valeurs do Co,o et de , relatives à une verge droite, qui, étant douée 
d’une épaisseur constante, présenterait deux extrémités fixes ou une extrémité fixe et une * 
autre libre, coïncideront avec les valeurs de I., a, relatives à une lame élastique 
droite, et fournies par les équations (1 14 ) et (1 15 ) ou (1 18) et (1 ig) de la page a68. De 
même , étant donnée une verge courbe dont l’axe se trouve compris dans le plan des 
x,y, les valeurs do 7,,,, relatives & celles des vibrations de la verge qui seront 
indépendantes de l’épaisseur mesurée parallèlement au plan dont il s’agit , coïncideront 
avec les valeurs de 7,, relatives h une lame élastique courbe, et fournies par les 
équations ( 56 o), ( 36 i) de la poge 3 îa. Seulement la quantité a, qui mesnrem la 
vitesse du, son dans une lame ou dans une verge élastique d’une longueur indéfinie sera 
déterminée, pour une lame élastique , par la formule (61) delà page 2 . 58 , et p6ur la 
verge élastique , par la formule (8). Si l’on pose pour abréger 



et si l’ou réduit d'ailleurs le nombre 6 au nombre 3 , comme on doit le faire quand 
on veut exprimer que les pressions supportées par la surface libre d’un corps élastique 
dans l’état naturel s’évanouissent, les deux formules on question coïncideront, la pre- 
mière avec l’équiition (1 1 o) de la page 167 , et la seconde avec la suivante 


( 53 ) 


a 


v'i' 


En comparant la valeur précédente de ti , c’est-è-dire , la vitesse du son dans une 
verge élastique ii la quantité \/îli , qui représente la vitesse du son dans un corps 
élastique [voyex la page 269], on reconnaîtra que ces deux vitesses sont entre elles dans 
le rapport de è M. Poisson avait déjà énoncé cette proposition , qui sub- 

siste comme il l’a fait voir , quelle que soit la forme de la surface qui termine latérale- 
ment nne verge élastique droite. 

III.* Axxéa. 4 / 
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Quant mis rapports qui existeront entre les divers sons produits par les vibrations lon- 
gitudinales ou transversales de la verge i^lostiquc rectangulaire , ils seront évideminont 
les mimes que les rapports entre les sons produits par les vibrations longitudinales ou 
transversales de la lame élastique , pourvu que cette lame et celle verge , élant prises dans 
l’étal naturel cl coupées par le plan des x , y , olTrent précisément la même section. 
Par conséquent, si, la longueur d’une verge droite élant représentée par a , on pose 

(54) jV = — . 

aa 

c’esl-h-dirc , si l’on désigné par IV le plus petit nombre de vibrations longitudinales 
que celte verge, supposée libre, puisse exécuter pendant l’unité de temps, le nombre IV' 
des vibrations transversales correspondantes à l’uu des sons produits par la même verge 
sera [voy. la pago ayi] 

(.55) A" = (s,o558.38...) 

Cette dernière formule s’accorde parfaitement avec les expériences de .M. Savart rappor- 
tées dans le Bulletin des Sciences de janvier iKaS, et dilibre très-peu d’une formule que 
M. Poisson a présentée sans démonstration dans ce même Bulletin , mais que l’on no re- 
trouve pas dans le Mémoire publié par ce géomètre sur l’équilibre et le mouvement des 
corps élastiques. 

Concevons maintenant que l’on compare le son le plus grave, produit par les vibrations 
longitudlixlcs d’une verge droite, aux divers sons produits par celles des vibrations d’une 
verge circulai^:, et de même longueur, qui sont indépendantes do l’épaisseur mesurée sui- 
vant le rayon de l’arc de cercle avec lequel l’axe de la verge coïncide dans l'état naturel. 
Kn nommant n la longueur de l’arc en question, et U la vitesse du son dans la 
verge redressée , on pourra déterminer immédiatement le nombre des vibrations exécu- 
tées pendant l’unité de temps cl correspondantes aux divers sons de la verge circulaire, è 
l’aide des formules (3yi), (Sya), etc. de la page 3s4- Comme les expériences que M. Sa- 
v'art n bien voulu entreprendre sur ma demande, et que j’ai déjè mentionnées dans l’a- 
vant-dernier article [page âiG], peuvent servir & la vérification des formules dont il 
s’agit , je vais rapporter ici ces expériences qui ne peuvent manquer d’intéresser les 
physiciens, et auxquelles l’habileté bien connue de l’observateur ajoute un nouveau prix. 

Deux verges parallélipipédiqucs en cuivre jaune, dont les longueurs respectives étaient 
c'",8ïî5 et i™,G5y, ont été successivement courbées de manière b offrir chacune i .* un 
demi-quart de cercle, a." un quart de cercle; et, après avoir produit dans ces mêmes verges 
des vibrations analogues aux vibrations longitudinales d’une verge droite, on a déterminé 
le nombre \ .des vibrations correspondantes b chacun des sons que l’on pouvait ob- 


Digitized by Google 



( 56; ) 

tenir. Or les valeurs iippiocWcs do A' , ainsi déduites de l’espéricnco et relaljvcs au 
son lu plus grave, ont été i.‘ peur la verge de i”',6Ô7 courbée de manière il offrir 
siicccssivt’inenl un demi-quart do cercle et un quart de cercle, 

(56) .V=-.aiMi,8é,... et (5;) A = nion . 

s.* pour la verge do o.“8ïa.î , courbée delà mémo manière. 

(58) ,V = iJ4ï5,G8... et (Ô9) A' = 48oo . 

D’aulre part, le nombre représenté dans les formules de la page 5a4 par . c’est- 

à-dire , le nombre des vibrations longitudinales correspondantes au son le plus grave que 
peut produire une verge droite, avait été déterminé pour la grande verge par une expé- 
rience directe qui donnait 


et par couséquenl ce même nombre devrait être pour la petite verge 


( 6 .) 


— = (a 1 33,35...) 

2Û 


a»()57 

o,8aa5 


4ï97-79' 


Or, en comparant les valeurs de A fournies par les équations (56) et (5;) à la valeur 

de — tirée de l’équation (60) , ou les valeurs de A fournies par les équations (58) 
aa 

et (5g) à la valeur de tirée de l’équation (61) , ou trouve i.* 


(6») 

A = 

(1 ,o36.. 


(65) 

A = (i.iaS, 

a.* 

(64) 

A = 

(l.oaq.: 


(65) 

A = (i.ii68. 


11 

2a 


n 

aa 


Les coefficients numériques qui entrent dans les formules (6ï) ou (64) ot (63) ou (65) 
diflèrent très-peu des nombres 

et -k2:-=l,u8o... , 

4 a 

qui tiennent la place de ces mêmes coefficients dans les formules {371) cl (57a) do la 



t 
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page 3^ , et l’on peut mime rcinarqucr que lu nombre indiqué par la théorie eit toujours 
compris entre les deux nombres fournis par les expériences faites sur les deux verges 
propos<^es. 

Après avoir fait connaître la valeur de N correspondante au son le plus grave que 
pouvait produire la grande verge courbée de manière è oflrir un demi-quart de cercle, 
l'observation a encore permis de fixer les valeurs de N correspondantes à un deuxième 

et è un troisième son , et par suite les rapports de ces valeurs è . Or ces rapports, 

qui , en vertu des formules (Syi) de la page 3s4i devaient être 


4 ' 


9,oi3... 


et 


t/i4S 

4 


3 , 010 ... , 


ont été trouvés sensiblement égaux, le premier au nombre ï, le second an nombre 3, 
ensorlc que sur ce point l'expérience s’est encore accordée avec la lliéorie. 


C/iGOG? 
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